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les deux ailes des Mathématiques. 


PARIS, 



Chez COURCIER, Imprim. -Libraire pour les Mathwatiquesj 
quai des Augustins, n* 5y. 



Digilized by Google 



I 


Ouvrages de M. GARNIER, quise trouventchez M. CoimciEH, 
imprimeur - Libraire pour les Mathématiques , quai des 
Augustins , n* 


Traité d‘ Arithmétique à l’usage des Elives de tout Âge , seconde 
ëdiiioiK, vol. in-S”. 1808. Prix, 

Elémens d' Algèbre ^ l’usage dès aspirans & l'Ecole Polytech- 
nique, seconde édition, i vol^in-8®. 

Seconde section de l’Algèbre , deuxième édition , la première 
ayant paru format in-4°. 

Les Réciproques de la Géométrie, sui^^ d'un recued de 
Théorèmes et de Problèmes , tecona^T édition , avec ta 
planches , 

Elémens de Géométrie analytique , odvrage de 3 oo pages , 
I vol. in-8», avec g planches. 

Recherches analytiques consignées dans ou ouvrage sur la courbe 
trlsectrice , faisant avec l’ouvrage i vol. in-8“ , avec 3 plauches , 

Notes sur l'Algèbre de Bezout , faisant avec l’algèbre i vol. 


af. Soc. 


5f. 


4f- 


5f. Soc. 

4f. 

a f. 5 o c. 


in-80 , 5 f. 

Notes sur le premier volume de V Algèbre d’Euler ; le se- 
cond volume contient les notes dn sécateur Lagrange , la f. 
Ouvrage sur le Compas de proportion, suivi d’nn Traité de 
la division des champs, in- ta, 
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AVERTISSEMÉNÏ^ 


-La première Édilion de cet -Ouvrage dont je nie 
dois revendiquer qu’une faible, çorüon , offrait un 
. grand ngnibre d’incorrections , d’erreurs graves , et 
laissait dans ses deux parties beaucoup à desirer. 
^J’aurais fait disparaître .ces imperfections , si'j’avaîs 
eu le, temps de revoir le manuscrit. gt de suivre la 

^correction des épreuves. ' , 

Cette seconde Édition n’a , pour ainsi dire de 
_ commun avec la préi^dénte, que le titre i danS Îa 
première Partie , j’ai rectifié et ajouté plusiéurs dé- 
, monstrations :^j *31 de plus* considéraljleméhV aug- 
menté la seconde Partie , c’est-à-dirè le recueil des 
_Tbéorèmes et Problèmes , en élaguant cepèildaUt 
. jles solutions analy tiques étrangères à cet Ouvrage.’ 

. La solution des .Problèmes* ne peuf'laisbér’fe 
moindre doute sur la nécessité des réçipfo'q[ùés’; 
•nous nous dispenserons donc de justifier cette Sectioü. 
de l’Ouvrage ce que nous ne pourrions fair«:sans 
» entrer dans une discussion qui , sans intérêt poi^ifjl^ 
‘Élèves, pourrait être regardée conune uno’critique 
'de Traités' sur lesquels nous partageons. bneb; sincè- 
rement' l’opinion générale. -Nous, nous . bopn^p/is 
* donc à dire que La Chapelle -, danisises Jn&Utmion^ de 
" Géométrie, \ol. premier, page note^aprèfiavob' 

‘ longuement blâmé les Auteurs de-Géomélciftj 
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^ . avertissement. 

dit-il, eyctrêmement négligé la démonstration des pro- 
positions inverses,, termine par cette observation : 
il est remarquable qu’un grqnd norhbris de Problèmes 
de Géométrie , est fondée sur la vérité des proposi- 
tions inverses. Au moins l’accueil fait à la première 
•Édition nous permet-il de penserrfjue ce complément 
de la Géométrie n’a pas été jugé inutile. 


' Ûisons un mot sur la position des énoncés r^- 
prbques: Les dbnmeld^ Vénoncé dirtct doivent ^re 
'%riseS^pour inc6n^^ dans Vénoncé inverse , et rcci- 
üroouemefft. ^i donc, dans la proposition directe, les 
données sont en plus grand nombre' que les incod- 
nués dans la proposition inverse lés inconnues 
seront en plus grand nombre que les donne'es; c est 
"ce qui arrive , par exemple, lorsque plusieurs figures 
“îouissènt de la même propriété : «dors cette propriété 
ne: caractérisant pas pldtôt Tune de ces figures que 
IVutie , la récipfbipie n’a pas lieu.* Ainsi telle prO- 
Bosition peit n’admettre qu’qne inverse , telle autre 
en comporte plusieurs;; enfin la mêiùe inverse peut 
:çonvenir à plusieurs propositions. ' 


-■ On peut penser que la première Partie de «t 
Ouvrage , pour être utile à la généralité des Elèves , 
:üürâivdù porter SUT les Traités de Oéometne entre 
lesquels on se partage aujourd’hui; mais noqs obseï;- 
vewms que notre véritable but ayant ete d ofiVir le 
modèled’un travaU a feirepar tous ceux qm voudront 
-étudier scrupuleusement la Géométrie , trop négli- 
gée de no» jours, elÆn faire des applications, nous 


Digitized by Google 


" avertissement.’ îij 

avons rfû faire choix du Traité (♦) regardé comme le 
plus complet et le plus répandu. 

Quelques professeurs disent qu’il ne faut pas don- 
ner aux Élèves des problèmes résolus. Je réponds , 
1 ° que le champ des questions ne peut être complète- 
ment moissonné ; a® qu’il faut d’abord apprendre à 
mettre en œuvre les matériaux acquis , ce qu’on ne 
peut faire qu’en étudiant des solutions dont la marche 
diflère essentiellement de celle de la démonstration ; 
3* que les Elèves qui .veulent s’exercer, peuvent 
prendre un énoncé dans la Table des Matières, 
et comparer leur solution avec celle du texte; 
4* enfin que c’est moins du nombre que du chofx 
des Problèmes que doit jaillir l’instruction. 

Je n’ai rien négligé pour. rendre cet Ouvrage 
correct et instructif ; mais aussi je dois des remer- 
cîmens particuliers à M. C'acA, répétiteur de Ma- 
thématiques a« Lycée d’Orléans , et à MM. Henry 
et Z>on3on,‘ maintenant Élèves de l’École Polytech- 
nique, qui m’ont aidésde leurs'conseils et de leurs 
recherches. 


(■*) La Géométria de Legandre , 7*“* idition. 


V 
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RÉCIPROQUES. 

livre premier. ' 


PROPOsrr. i«. 

Théorie. 

tiéciproque. 


PROPOSIT. II. 
Théorème» 


tUciproq^* 


pRoposrr. ni. 


X COTES les fois que deoi droites se coupent , les angles 
opposas au sominet sont égaux (Géora., Prop. V, Théor.) 
Si quatre ligne» droites qui aboutissent il un mdrae point, 
sont disposée» de maniéré que les angles oppose» an 
■nminet soient cB»nx ,.ce» quatre lignes fonneron» 

deux droite». ^ 

Corollaire. . 

Si un point pris dan» Pintérieur d’ua uianglc , on 
mine des droites aux extrémité'» d’un même côté , la 
somme dt ce» droite» sera moindre que celle de» côté» 
cntreloppao» ( G4otn.» 'PTop. IX). .. ■ . ' 

Si la somige de» droite» qni joignent un y» dan» 
leplap d’un triangle ; avec Jes cztrémitMd’uii cAté, est 
moindre que celle des deux autres cOtés on despotes 
cnTeloppans, ce point est, intérieur au triangle. T 
Si deux triangles sont tels que deux côtés dn premier 
soient égaux a deuif eCtés du second , et qu’en même 
temps l’angle compris par les premiers , soit plus grand 
que l’angle compris par les seconds , le troisième côté 
du premier triangle est plus grand que le troisième côté 
du second ( Ge'om. , Prop. X ). 

Si deux triangles sont tels que deux cAtés du premier soient 
égaux à deux' côtés du second , et qu’eu même temps 
le troisième côté du premier soit plus grand que le troi' 
sième côté du second , l’angle oppose au troisième côté 
dans le premier triangle, sera plus grand que l’angle 
opposé au troisième côté dans le second triangle. 

La ligne menée du sommet d’un triangle isoscèle au 
milieu de la base, est perpendiculaire è cette base , et 
dirise l’angle du sommet eu deux parties égaloi(Géom., 
Prop. XII , Schol.). 


Tbéorème. 


Réciproque. 


PROPOSIT. ly. 
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Kcciproque. 


PROPOSIT. V. 

Thénri-'inc. 


TABLE DES MATIERES. » 

Si nne ligne est perpendiculaire sur l’nn de* cfllc's d’un 
triangle ,et qu’elle divise l’angle opposé en deux parties 
égales, elle passera par le milieu de la base , et le triangle 
sera isoscîlc. 

Si d’un XKiint lilué hors d’une droite , on mène nne per- 
pendicolaire sur cette droite , et différentes obligncs à 
’différens points de cette droite , la perpendicoUire est 
^us courte que toute oblique ( Géom. , Prop. X^’^ , 

Théor. , 1 ° ). 

Réciproque. La pins courte des lignes qu’on poisse mener i nne droite 
d’un point situé hors de cette droite , est la perpendi- 
culaire h cette droite. 

PROPOSIT. VI. Dctix obliques qui s’écartent également de la perpendicu- 
Theorème. la’re , sont égales ( Ibid., Théor. ,i”). , 

Réciproque. Deux obliques égales s’écartent également de la perpen- 
diculaire. : 

Corollaire. 

PROPOSrr. VII. De deux obligties qui s’écartent inégalement de la per » 
Tliéorème. pendiculaire , celle qui s’en écarte le plus , est la plus 

longue ( Ibid. , Théor. , 3° ). 

Réciproque. ■ De deux obliqnes égales , la plus longue s’écarte le plus de 
la periieodiculaîre. 

PROI’QSIT.VHI. Une droite pcrpendicnlaire sur le milieu d’une autr^, a 
Théorème. tons ses points it égales distances des deux exlrPmkés ilo 

celle-ci ( Génn^ , Prop. XVll , 1 °). 

Réciproque. Si une droite a deux de sea points également distans des 
r deux extrtmites d'une antre droite, elle est perpcndi - 

nilaire sur le milieu de cclle-ci. 

PROPO.SIT. IX. Tout point situé hors de la perpendiculaire élevée sur lo 
Théorème. milieu d’une droite, est inégalement diitant des deux 

^ extrémités de cette droite ( Ibid., a°). 

Récip^que. Si un point est inégalement distant des denx extrémités 
* d’une droite , il est situé hors de la perpendiculaire éle- 
vée sur le milieu de cette droite. 

PROPO.SIT. X. Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu’ils ont denx 
Théorème. . c6tés égaux chacun à chacun ( Géom . , Prcip. XVIII ). 

' Réciproque. Si deux triangles sont égaux, comme ayant denx c6té« 
égaux chacnn h chacun , ils sont rectangles. 
PROPOSIT. XI. Dans nn triangle équilatéral , tous les angles sont égaux 
Théorème. ( Géom. , Prop. XX , Corol. V ). 

Réciproque. Si dans nn triaiigje tonsjes angles sont égaux , ce priangle 
est équilatéral. 

PROPOSrr. XII. L’anglc extérieur d’un triangle est égal & la somme des 
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Théorème. 

Réciproque. 


PROPOS. XIII. 
Théorème. 
Réciproque. 

PROPOS. XIV. 
Théorème. 
Réciproque. 

PROPOSIT. XV. 
Théorème. • 

Réciproque. 


PgOPOS. XVI. 
Théorème. 

Réciproque. 


PROPOSIT. Ire. 

Théorème. 

Réciproque, 

PROPOSIT. II. 
Théorème. 
Réciproque. 
PROPOSIT. III. 
Théorème. 

Réciproque. 


TABLE 

deti* intérieurs opposés (Géom.,Prop. XX, Corol* 
VI). _ ' 

Si un angle situé hors d’un triangle a pour c6té l’un de 
ceux du triangle , et s’il vaut la somme des deux angles 
iitférienn , l’nn adjacent et l’autre opposé h ce câté, il 
aura pour second côté le prolongement du côté adja- 
cent h l’un des angles et opposé II l’autre , c’est-è-dire 
qu’il sera extérieur au triangle. 

Deux parallèles sont partont également distantes ( Géom., 
Prop. XXVII). 

Si deux lignes sont partout également distantes , elles sont 
parallèles. 

Les angles opposés d’un parallélograinme , sotot égaux 
( Géom. , Prop. XXIX , Théor. ). 

$i dans pn quadrilatère les angles opposés sont égunx , 
cette figure est un parallélogramme. 

Dans tout parallélogramme J les deux diagonales se cou- 
pent mutuellement en deux parties égales ( Géotn. , 
Prop. XXXII , Théor.). 

Si dans un quadrilatère, les deux diagonales se coupent 
mutuellement en deux parties égales, cette Ggare çt un 
parallclogramtcç. 

Dans tont losange, les diagonales se oonpent tnutuelle- 
nient en parties égales et h angles droits ( Géom. , Prop. 

■ XXXU, Sçhol.). 

Si les deux diagupales d’un quadrilatère se coupent en 
parties égales et à angles droits , cette figure est un 
losange, 

Remarquée.. * 

LIVRE 

Tout diamètre divise le cercle et sa circonférAce eh deux 
parties égales ( Géom. , Liv. II, Prop. I). 

Si une circonférence est divisée en deux parties égales , la 
droite qui opère cette division est un diamètre. 

Toute corde est plus petite que le diamètre (Géom. , 
Prop. II, Théor.). 

I.e diamètre est la plus grande de tqnte; les cordes. ^ 

Le rayon perpendiculaire è une corde, divise cette çordc et 
l’arc soutendu , chacun en deux parties égales (Gtiom., 
Prop. VP, Théor. }. 

Si une ligne divise une corde et l’arè sontgndu chacun <pi 
deux parties égalés ', cette ligue est uu rayon perpendi- 
culaire it Ia corde. 


« 
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TROPOSiT. IV. 
'nicorènte. 
Jiéeiproque. 

PROPOSIT. V. 
Théort'BM. 
Réciproque. 

PROPOSIT. VI. 

Théorème. 

Réciproque. 

PROPOSIT. VII. 

Théorème. 

Réciproque, 

PROPOS. VIH. 
Théorème. 

• 

Réciproque. 

PROPOSIT. IX. 
Tiiéoième. 

Réciproque. 

PROPOSIT. X. 

Théorème. 

Réciproque. 

PROPOSIT. XI. 

Théorème. 

Réciproque. 


PROPOSIT. ire. 
Théorème, 


DES MATIÈRES. ti) 


Deux cordes éf^oles sont également éloignées du ceuire 
( Géom. , Prop. VIII , I “ ). 

Si deux cordes sont également éloignées dn centre , elles 
sont égales. - 

De deux cordes inégales , la pins petite est la plus éloignée 
du centre ( Ibid., a" ). 

De deux cordes inégalement éloignées du centre, lapins 
éloignée est la plus petite. . 

La perpendiculaire menée i l’exuéniité du rayon, est tan- 
gente h la circonférence ( Géom. , Prop. IX , 1 hcor. ). 

Tonte tangente à la circonférence est jierfreudiculuire ï 
l'extrémité du rayon mené au point de contact. 

Deux parallèles interceptent sur la circonférence des arcs 
égam( ( Géom. , Prop. X ). 

Si deux droites interceptent sur la cijconférencc (tes arcs 
égaux , elles sont parallèles. 

Si deux circonféremics se coupent en deux points, la droite 
qni passe par leur centre est perpendiculaire è celle qni 
joint les points d’intersection, et la divise en deux parties 
égides (Géom., Prop. XI ). 

La perpèadieailaire sor le milieu de la droite qni joint les 
deux points d’intersection do deux circonférences, passe 
par leurs centres. 

Tout angle le mesnre pai^ l’arc compris entre ses côtés, 
et décrit de son sommet comme centre ( Géom. , Prop. 
XVU , corôu.) 

Si un angle a pour mesnre l’arc compris entre scs côtés , 
son sommet est le centre de cet arc. 

L'angle inscrit a pour mesure la moitié de l’arc compris 
entre scs côtés ( Géom. , Prop. XVIII , Tliéor.). 

Si ng angle a pour miwure la moitié de l’arc compris entre 
scs côtés , il a son sommet ii la circonférence. 

Les angles opposés d’un, quadrilatère inscrit , valent 
ensemhlc deux angles droits ( Géom. , Prop. XVlII , 
CoroD. IV ). 

Si les. angles opposés d’un quadrilatère , valent en 
somme deux angles droits , ce quadrilatère (»t ios- 
criptible. 

Reiuarquet. 


LIVRE IIL 

iaçs purallèlogi^nme» ont <Te$ bases egalea et de§ 
bàuteurs vgalttfi . sôrtf *<juivalihi* ( 0«oiU. , Prop. I» 
Tiiêonj, ' 


Tll) 

■■ tt^eiproque. 


PROPOSIT. U. 
Tlicorfme. 
Réciproque. 

PROPOSIT. III. 
Thcprème. 

Réciproque. 


PROPOSIT. IV. 


Réciproque. 


PROPOSIT. V. 
Tlicorlrnie. 


Réciproque. 


PROPOSIT. VI. 
Tlieorime. 


Réciproque.'' 

:.i . ..I... 


PROPOSIT. VII. 
Thcoième. 

.1 ; ■ r 


' TABLE 

Si dcox paralliMo^rammcs sont e<}uiralnis , ils auront dm' 
bases et des hauteurs e’gales. 

Corollaire. • 

Deux rectangles de rn^mc hauteur sont entre eux comme 
leurs bases ( Geom. , Prop. III ). 

Si deux rectangles sont entre eux comme lenrs bases , ils 
ont ni^me hautenr. 

Le qiiarre' fait sur i'hypouinnse d’on triangle rectangle , 
esfegal h la somme dés qnarrés faits sur les deux antres i 
côtes ( Ge'om. , Prop. XI , Thédr. ). 

Si dans un triangle , le quarnf fait sur un des côtés , est 
égal ô la somme des qnarrés faits sur les deux entres 
côtés, l’angle opposé h ce côté est droit. 

Le qiiarré fait sur la diagonale d’un qnarré, est double 

'• de celui construit sur le côté ( Géom. , Prop. XI , 
Coroll. II). 

Si dans un quadrilatère, le qnarré de la diagonale est. 
donble du qnarré d’un des côtés , ce quadrilatère est 
un quarré. Cette réciproque n’a pa; lien. M:^ il est 
T rai rpie si dans un quadrilatère , le quarré de la diago- 
nale est double du quarré d’un côte quelconque , ce 
quadrilatère est un quarré. 

Le qnarré de l’bypoténnse est an qnarré d’nn des côtés de 
Pangle droit, conjme l’hypoténUse est au segment adja- 
cent il ce côté, et diiterminé par nne perpendiculaire 
abaissée du sommet de l’angle droit (Géom. , Prop. XI, 
Coroll. III). 

Si dans un triangle ABC, le quarré du plus grand côte AC 
est au quarré d’ùn autre côté AB', comme AC est au 
segment AD, adjacent k AB , et déterminé par la per- 
pendiculaire BD , l’angle ABG est droit. 

Les qnarrés des deux côtés de l'angle droit d’tfh triangle 
rectangle , sont entre eux comme les segmens de l'hy- 
poténnse ailjacens è ces côtés ( Géom. , Prop. XI , 
Corroll. IV). ■' 

Si dans un triangle les rpranés dés deux côtés sont 
entre' ei\^ comme les segmens du troisième côté, dé- 
terminés par une perpendiculaire k ce côté , abaissée 
de l’angle opposé, "ce triangle sera rectangle. 

Dans un triangle ABC , si l’angle C est aigu , le quttrré 

' du côté opposé est plus petit que la somme des qnarrés 
des côtés qui comprennent Tangle C j et si l’on abaisse 
AD perjiendiculalre sur BC , la différence est ég.ile 
an double du rectangle BC X BD *, de sorte qu’on 
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DES MATIÈRES. i* 

' aÂB*= ACV BC^— aBC X CD ( GA)m. , Prop. 

xii;. 

Réciproque- $i tlans un triangle ABC, en abaissant la perpendicu- 
laire AD d’nne extrémité du côté AB sur le côté 

opposé BC , on a AB = AC -f- BC — aBC X CD ; 
l’angle C est aign. 

PROPOSIT. VllI. Dans un triangle ^clconqne ABC , si l'on mine du 
, . Tbéotcmc. sommet an milieu de la base la ligne AE , ou a 

’ AB ■+■ AC — aAE aBE ( Geom., Prop. XIV ^ 

Théor. ). 

• Jtèriprnqne. Si dans un triangle quelconque ABC , la droite menée du 
sommet A un point E du cdté opposé BC , ast telle 

.• _ qn’on ait AB -t- AC*= aAE*+ aBE*,’ le point E 

est le milieu de BC. * 

PB.QPOSIT. IX. Dans tout parallélogramme , la somme des qnarrés des 

Théorème. c6tés est égale à la somme des quarrés des diagonales 

( Geom. , ibid., Corr. ). 

Réciproque. Si dans un quadrilatère la somme des quarrés des eûtes 
. est égale It la somme des quarrés des diagonales, ce 
quadrilatère est un parallélogramme. 

PROPOSIT. X. La ligne qui divise iin des angles d’un triangle en deux 

Théorème. parties égales , divise le cAté opposé en deux segmens 

pcnportiomiels aux côtés adjaqgns ( Géom. , Prop. 
XVII). 

Réciproque. Si un côté d’un trigngle est ^vi^é en deux parties propor- 
tioiuvcUes aux deax autres côtés, par uiie ligne menée du 
. sommet de l’angle opposé"^ cette ligne divise cet angle 

en deux parflés égales. 

FROPl^lT. XI. Les lignes menées comme on voudra par le somnfel d’un 

Théutème. triangle , divisent la hase de ce triangle et toute ligne 

qui loi est parallèle en paitj^s proportionnelles (Géom,, 
, Prop. XXII, Théor.). 

Réciproque. Si du sommet d'un triangle quelconque AB , on mène h 
la base plusieurs droites qui coupent cette ligne et une 
. . _ autre transversale en parties proportionnelles, la trans- 

versale est parallèle à la base. 

PROPOSIT. XII. Si du sommet de l’angle droit d’un triangle rectangle, 
} Tbéoième. un abaisse une perpendiculaire sur l’h^pnténuse , les 

deux triangles partiels sont semblables entre eux et an 
. , triangle total ( Géom., Prop. XXIII , Théor. , i“). 

Réciproque. Si la pcqrcndicnlaire abaissée du sommet d’nn triangle 
; . , ^ . sur la bue , divise cc triangle en deux triangles partiels 
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TABLE 


tfmMables entre eux et an triangle total, le triangle 
total est rectangle. 

PROPOS. XIII. Si d'n sommet d'un triangle rectangle , on abaisse une 
Theorime. perpendiculaire sur l’bjpote'nnse , chaque cAte de l’angle 

droit est moyen proportionnel entre l’Iiypole'nuse et le 
segment adjacent ( Géom. , ibid. , a" ). 

Réciproque. Si du sommet B d'un triangle, on abaisse une perpcndi' 
cniairc sur Sybase, et que chacun des cAtrs adju- 


cens an sommet R, soit moyen proportionnel entre la 
base et le s^nent contigu au cAtc , le triangle sera 
rectangle en B. 

Si du sommet de l’angle depit d'nn triangle rectangle , 
on abaisse une perpendiculaire sur l’bypotenuse , 
cette perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre 
les deux segmens de l’hypoirnuse ( Geom. , Prop. 
XXIII, Theor., 30). 

Si la perpendiculaire abaissée dn sommet d’nn trilngle 
sur le cAte" oppose , est moyenne proportionnelle entre 
les deux segmens de cette base, l’angle d’où part la per- 
pendicnlairc est droit. 

PBOPO.SIT. XV. Deux triangles qni ont un angle égal , sont entre enx 
Théoième. comme les produits des cAtés qni comprennent l’angle 

égal ( Géom.. Prop. XXIV, Théor.). 

Réciproque. Si deux triangles sont entre eux comme les rectangles de 
•deux de leurs Côtés contigus , les angles compris par 
ces côtés sont égaux- 

PROPOSrr. XVI. Deux triangles semblables sont entre eux comme les quar- 
Theoreme. rés de lenrs côtés homologues ( Géom. , Prop. XXV ). 
Réciproque. Si deux triangles sont entre eux comme les qiiarrés de 
leurs côtés respectif , ils sont semblables. 

PROPOS. XVII. Les contours des polygones semblables sont •itre enx 
Théorème. comme les côtés homolognes ( Géom. , Prop. XXVII, 
Théor. ). 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont comme leurs côtés 
homologues , ces polygones sont semblables. 
fROPOS._ XVIII. Les surfaces des polygones semblables sont entre elles 
Théorème. comme les quarrés des côtés homologues (Géom. , Prop. 

, XXVII, Théor., 2"). 

Réciproque. Si les surfaces de denx polygones sont entre elles comm» 
les quarrés des côtés homologues, ces polygones seront 
semblables. 

PROPOSrr. XIX. si surles trois côtés d’on triangle rectangle, comme côtés 
Théoiii'me. bomnlogues , on construit trois figures semblables , 

’ celle formée suc Phypotémue est équÎTalente è U 


PROPOS, xiy. 

Théorème. 


Réciproque. 
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lonune des deux autres ( Gdom. , Prop. XXVII , 
Coroll. ). 

Âisiprotfue. Si air les trois cAtés d’un triangle, on Tionstruit trois 
(i^-ores sembliililus, et si la ligure fornufe sur le plus 
grand côté , est équivalente & la somme des deux autres , 
l’angle opposé à ce côté , est droit. 

PROPOSIT. XX. Les parties de doux cordes ^ui se coupent dans le certfle. 
Théorème. spnt réciproquement pcoportionnslles ( Geom. , Prop. 

XXVIII, Théor.). 

Réciproque. Si deux droites s« conptnt en parties réciproquement 
proportionnelles , leurs extrémités sont suc une même 
circonférence. 

PROPOSIT. XXI. Si d’un même point pris hors d’un cercle , on mène deux 
Théorème. sécantes terminées & l’arc concave, les sécantCs entières 

sont Técipro({uei8ent proportionnelles & lents parties 
, . extérieures ( Géom. , Prop. XXIX , '1 hcor. }. 

Réciproque. Si deux droites partant d’un même point , sont divisées en 
, : , parties qui leur soient récipioqncmentproportionnelles, 

les points de division et les extrémités de ces droites 
, sont sur une même circonférence. 

PROPOS. XXII. Si d’um ^ii^pris hors d’un cercle, on mène une tan- 
Théorème. gente et une sécants h ce cercle, le qu.nrré de la tangente 

est égal au rectangle de la sécante et de sa partie ^té- 
rieurc (Géom. , Prop. XXX ). 

. Réciproque. Si de deux droites AB , AC qui partent d’un même point 

A, l’nne AB sac divisée au point D , de manière que 

• l'on ait AC = AB X AD , la ligne AC sera tan- 

gente è la circonfé^pnee qui passe pur les trois points 

B, D,C. 

PROPOS. XXIII. Dans un triangle ABC, si l'on divise l’angle A en deux 
• Théorème. parties égales par une ligfle AD le rectangle des côtés 
AB , AC est égal au rectangle des segmeiis BD , DC , 
plus au quarré de ]a sécante AD ( Géom., Prop. 
XXXI). 

^ Récipreque.^ Si dans un triangle ABC, on a ABx AC=BD xDC+AD , 
^ ' la^ ligOO AD divisera l’angle BAC en deux parties 

‘■SAles-. 

Remarquées, 

LIVRE IV. 

PROPOSIT. I'*. Tout polygone régulier pent être inscrit dans un cercle, 
Théorème. et lui être ctrconsccit ( Géom. , Prop. II, Thgor.)» 


xij TABLE 

Réciproque. Si nn polygone est en même tempe inscriptible et circoil»' 
criptible , il est rcgnlier. * 

PROPOSIT. II. Le côté dinquaiié inscrit est an rayon comme ^/aett ii i 
Théorème. ( Gr'om. , Prop. III , SchoL'^ 

Réciproque. Si une corde est au rayon comme est à i , cette corde 
est le cAté du quarte inscrit. ^ 

PROPOSIT. III. Le côté du trianglewjuilatéral inscrit est an rayon comme 
Théorème. y/3 est ô i ( Géom. , Prop. IV, Schol. ); 

Réciproque. Si une conle est au rayon comme \/3 est à i , cette corde 

• est le cA||^ du triangle équilatéral inscrit. * 

PROPOSIT. IV. Autre solution de ee problème.; Inscrire dans un cercle 

Problème. un décagone rcgnlier. i;**’- 

PROPOSIT. V. L’aire d’un polygone yégulier est égal à son périmètre 
Théorème. multi[dié par la moitié du rayon du cercle inscrit. 

. ( Géom. , Pr4- VU , Théor. >. 

Réciproque. Si la snrCsce à\ai polygone circonseriptible b nn cercle 

. est égale an contour de ce polygone multiplié par la 

moitié du rayon du èercle inscrit , ce polygone est ré- 
.... gulier. 

PROPOSIT. VI. Les périmètres des poluoncs régnliers d’un même nombre 
Théorème. de cAtés , sont coiffiae Its^rayons des cercles inscrit et 

circonscrit , et leurs surfaces comme les quartés de ces 
• t ' rayons (Géom., Prop. VIII , Théor. ). 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont entre enx comme 
R : R' et comme r : r', et leurs snrfaces comme 

R* : R'" et comme r* : r*’, R et r, R' et r' étant les 

^ rayons de circonférences concentriques , ces polygones 

sont insçrip^ibles ctcirconscriptibles aux circonférences 
décrites des rayons R et r , R' et r'. 

PROPOSIT. VU. Etant données les snrfaces A et 6 d’nn polygone tégu- 
Ptoblème. lier inscrit et d’un polygone semblable circonscrit, 

tronrer les surfaces A' et B' des polygones régulier 
inscrit et circonscrit d’un nombre double de côtés 
' ( Géom. , Prop. XIII ). • 

Réciproque. Etant données les surfaces A' et B' d’un polygone régulier 
inscrit d’on nombre pair de côtés et d’un polygone 

* ' • , ’ semblable circonscrit , troux-cr les surfaces A et B des 

polygones réguliers inscrit et circonscrit d’nn nombsre 
sous-donble de côtés. 

Autre solution de la proposition XUI. 

. • Remarques. 
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Réciproque. 


PROPOSIT. U. 
Théoième. 


Réciproque. 


PROPOSIT, m. 
Th^rime. 
Réciproque. 

PROPOSIT. IV. 
. Thtwrèmc. 

Réciproque. 
PROrOSIT. V. 
T'héorème. 

• Réciproque. 

PROPOSIT. VI. 
1 Thcortmc. 

Réciproque, 

J?ROPOSIT. VU. 
XiuforiBte. 
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* LIVRE V. 

LesoLliqaes t'galementtiloignccsde la peq>en<licnlaire sont 
égales, et de deux oblii^ues inégalement éloignées de la 
perpejidiculaire , cflle^qiii a’en éloigne, le plus est la 
plus longue ( Géom., Prop. V, Théor.). 

Les obliijues égales sont également éloignées de la per- 
pendiculaire , et de deux obliques inégales, la plus 
longue est la plus éloignée de la perpendiculaire. 

Scholie. 

Soit AP une perpendiculaire an plan MN , et BC ona 
ligne située dans ce plan ; si du pied P de la peqwn- 
diculaire on mène PD pcipendiculaire sur BC , it 
qa’oti joigne AD, AD est peipendiculaire à BC (Grôm. • 
Prop. VI, Théor.). ^ 

Soit AD une perpendiculaire abaissée du point A sitnÉ 
hors du plan MN sur la droite BC située dims ce pian , 
si par le inmit D on mène dans le plan la perpen- 
diculaire DP h BC, et que du point A on abaisse une pei^ 
peodicolaire AP k PD , je dis que AP sera perpendicu- 
laire au plan MN. - 

Deux plaps parallèles sont partout à i^le distance 
(Géom., Prop. XII . Coroll.). 

Si deux plans sont partout à égale distance, ils sont 
parallèles., . . , . 

Dans la rencontre des plans parallèles par un troisième 
plan , il existe les mêmes égalités d’angles et les mêmes 
propriétés ^e dans la rencont|g de deux ligne* paral- 
lèjgs par une troisième ( Géom., Prop. XVU, Schol.). 

Les propriétés réciproques n’ont pas lieu. 

Lorsque trois droites sont perpendiculaiies entre elles , 
le* trois plans qu’elles déterminent le sont entre eux 
(Géom., Prop. XVIII, Schol.)., ... ; 

Si trot* plan* sont perpendiculaires entre eux , leurs in- 
Serseoüons .le sont entre elles. 

Si deux plans sont perpendjculaires à un troisième , leur 
intsnection est perpendiculaire k ce troisième blau 
(Géom., Prop. XX). 

Si l’iatenection de deux plana est perpendiculaire & un 
troUiènie, ce* deux plan* sont chacun nerpendiculaire 
h ce troisième. 

Si un angle solide est formé par trois angles plans , un 
quelconque de ces angles est plus petit que la somme 

, des lieux autres ( Géom. , Prop. XXI , Théor. ). 


I 
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Réciprotjue. Si de troi* ang^el plans donn^ , l’on^elcoifqDe est plus 
petit que la somme de deux autres , et si de plus leur 
somme est moindre qUe quatre droits , on pourra 
formértm angle Solide avec ces trois angles plans. 
roOPOSiT. VIll. Si deux aPgIc* solides Ant composés de trois angles 
Théorème. plans égaux chacnit il cbacnh , les plans dans lesquels 

I sont les angles égaux sont égàlèment iAclin&' entré eux 

( Géom., Trop. ^Xlil , Tbéôr.). 

Jlêcipi’oifUl!, Si déilx ahglés soliJés S'oht formés par trois angles plans 
également inclinés entre eux, les angles plans seront 
égaux chacun à eiucnn. ^ 

JRetnarquet. ~ 

V. 

- ^ LIVRE. VI. 

PROPOS^. P*. Dans tout parellélepipede, leS ]iians opposés Sont cgauv 
Théorème. , ét pawlWes ( Oéom., Prop. IV, Théor. ). 

Hrciproqne. Si dans nn prismé quadrailgnlàlre , les plans opposés 
sont éganx et parallèlés , cil pèisme est un parallélé- 
pipède. 

MIOPOSIT. II. Dans tout parallélépipède , les angles solides opposés 
Théorème. sont SjmétHqnes l’iin de l’atitrè (Géom., Prop. V; 
Théor ). 

Réciproque. SI dsms ilh prisme qoadroiigataire lès angles solides oppo- 
sés sont symétriques l'tin dé l’autre, ce prisme est un 
' parallélépipède. ■ 

PROPOSIT. ni. Dans tout parallétépipède, les diagonales menées par leç 
Théotèue. fOmmets des angles #pposéé, se coupent mutnellemeai 
en dent parties égales ( Ibi'd. )• 

Réciproqui. Si dans nn prisme cpiàdranguiaite , les deiHt diagonales se 
eonpent rantuettethent eit dènx parties égalés', ce prisme 
est nn parallélepipède.i 

PROPOSIT. IV. Le plan ipii passe par dènx parallèles arêtes opposées d'un 
Théorème. poniUélepipède , divise ehlsoRdé eti denx prismes n-rnii- 
gnkrires symétHqnes l’un de l’antre ( Géom. , Prop. V I, 
Théor.). 

Réciproque. - Si nn phUi conduit sidtnht deux arêtes opposées d’un 
prisme quadraognlail'e j le divise en deux prismes 
triangniaines syniénriqUea l’an de Tantre , ce prisme est 

. uh parallélépipède. 

PROPOSIT. V. Toute section faite dans un prisme par un plan parallèle 
Théorème. ' h sa base , est i^e ii cette base ( Géom., Prop. VU» 
Coroll. )*. . . - 

Réciproque. St on coupe un prisme par un plan, d« manière qu. la 
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MCtion soit égale & la base, elle lai sera anssi parfillile, 
PROPOSIT. VI. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont même base , 
Théorème. sont entre eux dans le rapport des bautenrs ( Théor, , 
Prop.XII). 

Réciproque. Si deux parallélépipèdes sont entre eux comme leurs hau- 
teurs , ils auront même base. # 


PftOPOSIT. VU. Deux parallélépipèdes rectangles de même haq|eur sont 
Tliéoième. entre eux comme leurs bases (Géom., Prop. XIII). 

Réciproque. Si deux parail^bpipèdes rectangles sont entre eux comme 
lents bases, ils ont même hauteur. 

PROPOSIT. VIU. Si une pyramide quelconque est coupée par un plan 
Théorème. paraRèle è sa base , ce plan divisera les côtés et la 

* * hauteur proportionnellement ( Géom., Prop. XVI , 

Théor. , a® ). 

Réciproi/ue. Si nti plan divise les côtés d’nne pyramide proportion- 
nellement , il est parallèle è la base. 

PH>>OSIT. IX. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle è la 
lliéorème. base , la section'sera un polygone semblable & la base 

( Géom. , Prop. XVI , Théor , a"). 

Réciproque. Si la section d'une pyramide par un plan est nn poly- 
gone semblable h la base, lè plan sécant sera paralléla 

‘ ' h la base. 

PROPOSIT. X. S> Pytatihles de même hauteur et dont les 

Théorème. bases sont situées sur le même plan, par un plan 

parallèle h celui des bases, les sections seront entre 
elles comme les bases ( Géom., Prop. XVI, Cdrol.l. 

Réciproque. Si deux pyramides de même hauteur sont coupées par 
un plan tel que les sections soienScomme les bases, les 
sections sont parallèles aux bases. 

,/iutre réciproque. Si deux pyramides quelconques qui reposent snr nn 
même plan , sont coupées par un plan parallèle h celui 
des bases, ensorle que ces sections soient entre elles 
cbtnmc les basés, elles auront même hautenr. 

PROPOSIT, XI. . D<ox pyramides triangulaires scmblabl^ ont les faces 

■ Théorème. homolo^es semblables, ^t les ongles solides hotaologues 

éganx ( Géom. , Prop. XXIII , Théor.). 

., Réciproque. Si deux pyramides triangulaires ont les faces homologues 
semblables et les angles solides homologues égaux, elles 
sont semblables. 

. PROPOSIT. XII. Deux pyramides triangulaires semblables ont les côtés 
Théorèmv. homologues propottioonèls ( Géom. , Prop. XXIU, 
Gor. I ). 


’xvj 

Réciproque. 

PROPOS. XIII. 
Théorème. 

Réciproque. 


PROPOS. XIV. 
'rhéorème. 

Réciproque. 

PROPOSIT. XV. 
Théorème. 

Réciproque. 

PROPOS. XVI. 
Théorème. 

Réciproque. 

, PROPQS. XVU. 
Théorème. 


Réciproque. 


PROPOS XVIII. 
Théorème. 


TABLE 

Si deux pyramides triangulaires ont les côtés homologues 
proportionnels, elles sont semblables. 

Remarque. I 

Dans deux pyraipides triangulaires semblables, l’incli- 
naison de deux faces quelconques , est égale è l’incli- 
naison des faces homologues dans l’autre ( Ibul. , 
Corol. II ). 

Si deux pyramides triangulaires sont telles que l’inclinai- 
son de deux faces Quelconques de l’une soit égale à l'in, 
clinaison de deux faces de l’autre, ces deux pyramides 
sont semblables. 

Si on coupe une pyramide triangulaire par un plan paral- 
lèle è sa base , la pyramide partielle est sembli^ble è la 
pyramide totale (Ibid. , Corol. 111 ). 

Si deux pyramides triangulaires sont semblables et que l’on 
superpose les angles trièdres ou solides au sommet, les 
bases seront parallèles. ^ . 

Si on coupe une pyramide quelconque par un plan^ral- 
lèle k la base, la pyramide partielle est semblable k 
la pyramide totale ( Ibid., Coroll. IV). 

Si deux pyramides quelconques sont semblables et que 
l’on superpose les angles aux sommets , les bases scroii t 
parallèles. 

Deux polyèdres semblables ont les faces homologues sem- 
blables et les angles solides homologues égaux (Uéom. , 
Prot. XXIV, Théor.). 

Si (leux polyèdres ont les faces semblables chacune h cha- 
cune , et les angles solides égaux chacun à chacun , iis 
sont semblables. 

Si avec quatre sommets d’un polyèdre, on forme une 
pyramide triangulaire, et qu’on en forme une se- 
conde avec les quatre sommets homologues d’un po- 
lyèdre semblable , ces deux pyramides sont semblables 
(Ibid., Cor.). 

Si deux polyèdres sont telsl qu’en joignant quatre som- 
mets ipeiconcpies du preirtier et les qnaire stniimets 
correspondans du second , on forme deux pyitlmi les 
triangulaires semblables, ces deux polyèdres seront 
semblables. 

Deux diagonales homologues quelconques de deux po- 
lyèdres semblables , sont eurre elles (comme deux côtés 
homologues rpielconques ( Ibid. ). 

Si deux polyèdres sont tels qu’en joignant deux soramels 
quelconques du premier , et les deux sommeU corres- 


Réciproque. 
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|>ondans du a«cond, lus deux diagonales qa'on obtient 
' soient entre elles comme denx côtes corrcsjtundans 
. quelconques , ces deux polyèdres sont semblables. 

PROPOSIT. XIX. Deux polyèdre# semblables peuvent se partager en un 
Tiie'orèibe. même nombre de pyramides tri^^laires semblables 

chacune à chacune , et semblablcapn place'es ( Gèom. 
Prop. XXV): 

Réciproque. Si deux polyèdres sont dccomposablcs eu nn môme nombre 

* de pyramides Iriangnlaires semblables chitine è cha- 

cune et semblablement dispose'es , ces deux pulyèdrec 
seront semblables. 

PROPOSIT. XX. Deux pyramides semblables sontSentre elles comme les 
Théorème. cubes des côtes homologues (Géom., Prop. XXVI). 
Réciproque. Si 4cux pyramide# sont entre elles comm^ les cubes 
des côtes homologues, elles sont semblables. 

PROPOSIT. XXI. Deux polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes 
Théorème. des côtés homologues { Géom. , Prop. XXVII ). 
Réciproque. Si deux polyèdres sont entre eux comme Us cubes des 
côtés homologues, ils sont semblables. 

Remarques. ^ 

« ^ 

LIVRE VIL 

PROPOSIT. 1rs. Tout gr.ihd cercle divise la sphère et sa surface en deux 
Théorème. parties égales ( Géom. , Prop. I , Cor. III). 

Réciproque, Si nn cercle divise la sphère st sa surface en deux parties 
égales , il passe par le centre de la sphère. 

PROPOSIT. II. Le centre d’tjn petit cercle et celui de la sphère sont sur 
Théorème. une même droite perpendiculaire au plan du petit cercle 

( Ihid, cor. IV ). 

Réciproque. Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire 
sur le plan du petit cercle, le pie de cette perpendicu- 
laire sera le centre du petit cercle. ' ^ 

PROPOSIT. III. Les petits cercles sont d’autant plus petits qu’ils sont 
Théorème. plus éloignés du centre de la sphère ( Ilid. Cor. V ). 

Réciproque. Les petits cercles sont d’autant plus éloignés du centre de 
la sphère qu’ils sont plus petits. 

PROPOSIT. IV. Si l’on mène’ le diamètre DL perpendiculaire au plan 
Théorème. du grand cercle AMB , les extrémités D et L de ce 

diamètre sont les pôles du cercle AMB et de tous les 
petits cercles, comme IXK,quiluisontparallèles^éom., 
Prop. VI, Théor.). • 

Réciproque. La droite DL qui joint les pôles D et L du grand cercle 

b 
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AMB cl dn petit cercle INC , passe par le centre de ces 
cercles, et leur est perpendiculaire. 

Remarques. ‘ 


LIVRE VIII. 


PROPOSIT. I« 
Théorème. 


Rcoiproque. 


PROPOSIT. II. 
Tlicori-mc. 
Réciproque. 

PROPOSlT. 111. 

Tlicoièmc. 


Réciproque. 


PROPOSlT. IV. 
Tlièorème. 


ai on coupe un cylindre par un plan perpendiculaire 
h l’axe , c’cst-à'diie , parallèle h la base , la section 
résultante est un cercle égal k chacune des bftes (Gcom'.> 
Définit. I). 

Si l'on coupe un cylindre de manière que la section soit 
ÿn cercle égal 6 la base , et donc le ceutre soit dans l'axe 
de ce cylindre , le plan qui détermine une telle section 
est parallèle, h la base. ^ 

Remarque. 

Toute section faite suivant l’axe du cylindre, est double du 
rectangle générateur ( Ibid }. 

Si un plan coupe un cylindre, de manière qiicJa section 
soit un rectangle double du rectangle générateur , cette 
section passe par l’axe. 

Si l'on coupe un càne par un plan perpendiculaire .H 
l’axe , c’est-à-dire , parallèle à sa base , la section résul- 
tante est un cercle dont le centre est dans l'axe du cône 
(Géom. , Définit. Il ). 

Si l’on coupe un cône de manière que la section résul- 
tante soit un cercle qui ait son centre dans l’axe de ce 
cône , le plan qui détermine une telle section est paral- 
lèle à sa base. 

Remarque. * 

La surface convexe d’un tronc de cône est égale à son 
côté, multipliée par la circonférence d’une section faite 
à égale distance des deux bases ( Géom. , Prop. VIII , 
Tbéor. ). 


Réciproque. Si l’on coupe un cône SAB par un plan DE , de manière 
que la surface convexe du solide ABED soit égale au 
produit de BE par la circonférence qne déterniiue un 
plan conduit parle milieu de la peqtendiculairc abais- 
sée d’un point quelconque du plan DE sur le plan 
de la base AB , je dis que le plan DE est parallèle à 
la base AB. 

Remarques. 
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RECUEIL 

DE THÉORÈMES ET DE PROBLÈMES. 


Sur les Lignes et sur les Triangles. 

ft 

Problème I'''. / Denx droites et uo point e'tant donnes , mener par le point 
Fig. 63 , 67 et 68. une droite qui aille passer par le point de concours des 
deux droites. Seconde cnnsttuction è dèmmitrer. 
Théorème 1er, | Si à partir du sommet A d’un triangle ABC, on divise 
Fig. Cg. chacun des côtes contigus AB , AC un mciuc nombre 

ej)arlie« telles , i|ue l'on ait 


• AD : AE :: de : eg :: fh : gi :: hb : ic, 

et qu’on joigne les points B et C avec les points da 
division, correspondans , par les droites BE et CD, 
BG et CF,B 1 et CH, tonies ces droites se couperont 
deux k deux sur la ligne menée du soimuet du triangle 
au milieu de la hase. * 

Fig. 70. f Corollaire. Les droites meoccs des trois sommets d’un 
triangle aux milieux des côtes oppoWs , concourent en 
un mèuie point. 

Problème II. Démonstration directe de celle proposition. * 

f Soient D,E, F les ftilieux des trois côtés d'un triangio 
Fig. 71. quelconque ABC, formons le triangle DEF ; soient G , 

H, I les milieux des trois côtés de ce noiivean triangle 
qui donnent le triangle GHI ; formons de la meme ma- 
nière un troisième triangle KLM , et ainsi de suite indéfi'» 
niment ; on demande un triangle dont la surface soit la 
limite de la somme des surfaces des triangles DEF, GHI, 


KLM , etc. 

/ Corollaire. Les droites menées des trois sommets d'un 
triangle aux milieux des côtés oj^posés, se coupent en 
un même point. * 

Fig. 70. f Autre démonstration de celle propriété. 

Théorème II. ^ient D, E , F les milieux des trois côtés AB, AC, BC d’un ^ 
l'ig. 70. triangle quelconque , si on Ifs joint avec les sommets des 


angles opposés , ces ligues se couperont en O , et on aura 


' AOV BoV CO^=: i AC'+ BC*}. x 

Corollaire» 
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Problème III. *•/ Etant donne'es de position trois droites q;ni se rencontren* 
Fig. deux 3i deux, et un triangle , construire, i» un triangle 

équivalent J a° un triangle semblable, sons la condition 
que cbucuu des sommets soit situé sur chacune des droites. 

Tliéorènu: III. I Les trois hauteurs d’un triangle quelconque , concourent en 
Fig. 73 . un même point. 

«Autre démonstration. 

Fig. 7 j. / Observations. Soit ABC nn triangle, et a, b, c les mi- 

lieux des côtés cespcctivement opposés aux angles A , B , 
C i si on forme avec a ,b , c le triangle abr, les perpen- 
diculaires éjevées sur les milieux n, b,c des côtés du 
tri.ingle ABC , seront des ]>cq>eudiculaircs abaissées des 
sommets a , ô, c du triangle abc sur les côtés opposés : 
•oient <i', b', c' les pieds de ces perpendiculaires si on 
fonne le triangle a'h'c, les perpendiculaires dont il 
vient d'étre question, diviseront égalcmci# les angles du 
triangle a'h'c'. 

Tbéoiciiie IV. / Le centre du cercle circonscrit îi un triangle , le point com- 


Fig. 75 . 


Tliéoièiue V. 
Fig. 7<i. 


mun dett trois hauteurs et ceini des trois lignes menées de 
chacun des angles aux milieux des côtés opposés , sont 
toujours en lipae droite. 

I Si d'uii point quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle 
équilatéral , on mène des perpendiculaires sur les trois 
côtés , jeur somme sera égale à la hauteur du triangle. 

• On propose la démonstration de ce théorème. Si des trois 

sommets d’un triangle , on abaisse des perpendiculaires 
sur les trois côtés , les trois parties de ces perpendiculaires 
',1 entre le point de concours et les sommets , valent en 
somme les diamètres des cercles inscrits et circonscrits. 

Théor. VIctVII. Si par un point quelconque Ode la droite BE menée du 


Fig 


71,70. 


Problème IV . 
F'8-77- 

Problème V - 

r>g- 78 e‘ 79- 


Problème VI. 
Fig. 8ü. 


sommet B d’un triangle au milieu de la base AC , on tire 
la droite COF, et que par F on mène h AC la parallèle 
FD , les trois points A , O, D sont en ligne droite. 

I Etant données deux jlarallèles FG, AL, et un point B 
hors de ces lignes , on propose de mener par B une ligne 
BAlelle yrc la différence ËA— BE soit une ligue donnée. 

Remarque. ' 

J Etant données deux droites AB , CD qni se rapprochent , 
mai^qu’oi^ne peut prolonger jusqu'à leur point de con- 
cours , on propose de diviser également l'angle qn'clles 
doivent faire à leur point de rencontre. Seconde solution. 
1 Etant donnés la base AB d'un triangle , sa hauteur AC et 
le rectangle AC X AE des deux autres côtés , coiwlruiie ce 
liianglc. 




DÈS MATIÈRES, XX] 

• Problème ^ 11 . A£tant donnés la base, la hnntcur et le rapport des deux 
• Fig. 8 i. autres côtés d'an triangle , construire ce Iriangle. 

. Problème VIII^ Etant données la base , la hauteur et la somme des deux 
Fig. fia. autres côtës d’un triangle , construire ce triangle. 

. Problème IX. j Etant données la base , la hauteiu^^ la diffétcnce dts deux 
Fig. 83 . autres cfitétd’un triangle, consTnire ce triangle. 

• Problème X. J Etant donnés la base, la hauteur et l’angle du sommet d’un 

Fig. 84. triangle , construire ce triangle. 

■ Problème XI. / Etant dofinés la 'base , l’angle opposé et la somme des deux 
Fig. 85 . antres côtés d’un triangle , construire ce triangle. 

) On propose ce problème : Eunt donnés la base , l’angle 
opposé et la diflërencc des deux autres côtés d’un triangle, 
construire ce triangle. 

• Problème XII. ) Etant données les longueitrs des trois droites AM, BM', 

Fig. 86 . CM”, menées des sommets des trois angles d’un triangle 

aux milieux des côtés opposés , construire le triaugle. 

-t- Théorème VIII| Démoustration nonrelle du quarré de l’bypoténuse. 

Fig. 87. * Remarques. 

Théorème IX. Les deux droites BF, CE , ainsi que la perpbndicniaire AD 
Fig. 88 . abaissée du sommetde l’angle droitd’un triangle rectangle 

ABC SUT Ilij^téniise BC, te coupent en on senl point O. 
Thiiorème X. ^Démontrer les deux formules 

Fig. 80. ï 1 1 

BC = AB + AC :p aAB X AD. 

Remarque. ^ 

Problème XIII. f Elever une perpendiculaire à l’extrémité d’une droite qu’on 
Fig. 90. ne peut prolonger. 

Théorème XI. / Si des deux centres A et B , et avec les rayons AP, AQ, on 
Fig. gi. décrit des arcs qui se coupent en P et p , Q et q , 10 les 

poinuQ,P,p, q sont en ligne droite; a“ les droites 
AB et Pp , AB et Qq se couperont à angles droit* 
en deux parties égales au point M, et les parties QP 

• qp seront égales. 

Corollaire. 


Théorème XII. / On a 
Théorème XIII .1 On a 


QM = AQ — AM . 

ÂQ*= ÂP’-+- + Pp X PQ. 

l.stJn a AQ =z Ap -t- pQ — Pp x pQ. 

' .Corollaire. Dans un triangle quelconque, un côté qnel- 
/ conque est à la- somme des deux antres côtés , comme 
fa différence de ces côtés est .\ la différence ou ô la 
somme des seginens que fait siur ce côté la perpendi- 
culaire menée de l’angle opposé , suivant qu’elle tombe 
CD dedans ou en dehors du triangle. 


L 
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ProMcnie XIV/ Dans un triangle erfuilatcral, inscrire un he^gon^ régulier, • 

Theorème XlV.iSi les trois cAit's d*un •triangle ou leurs prolongement 
rig. 93. sont coupes par une transrcrsale quelconque indcTinie , • 

il y aura sur la direction de chacun des côtes du 
* * • triangjlc , <teux segmens formes par la transversale , et s 

tels, que le produit de ti#is d’entre eux, n’ayant au- 
cune extrémité commune, est égal au produit des trois * 
autres. * 

TlitWème XV. Si par un point quelconque pris ^ans le plan d’nn triangle , 
Fig. 93. on mène sur chacun des côtes une transversale qui passe 

par l’angle oppose, on obtiendra sur chacun de ces 
côtes, deux segmens tels, que le produit de trois d’eninî 
eux , n’ayant aucune extremitc commune , sera égal au 
produit des trois autres. • 

Remarque et Corollaires I et II. 

Division des lYiangles, 

problème XV. f Diviser un triangle en deux parties qui soient entre elles dans 
Fig. 94 > rapport donne, lo^ par. une ligne parlant du sommet; 

30 par une ligne parallèle à l’uu des côtes. 

ProhlcmcXVI. fPariagcr un triangle en trois parties équivalentes, i® par 

Fig. 9G , 97 , 98 , des droites qui partent d’un point donne sur un ées 
99. . côtés } 3® par des droites, qui parlent d’un point donne 

dans l’intérieur du triangle. 

Problème XVlI.lEtant donne un triangle ABC, trouver dans sa surface 
Fig. 100. un p^ inl F tel, que les lignes tirées de ce point an:^ 
trois angles , partagent le triangle en trois parties équi- 
valentes. 

ProblèmeXVIII^ Partager un triangle en deux parties proportionnelles par une 
Fig. TOI* ligne FF perpendiculaire è la base. 

problème XIX. Partager un triangle par une droite minimum en deux 
Fig. 103 . parties qui soient entre clics dans un rapport donné. 

On propose de diviser un triangle scalène en quatre sur- 
faces équivalentes par deux lignes pcrpcudiculaires 
entre elles. 

/ 

Sur les Figures à quatre côtés. 

Tlieorème X\'I./S 1 l’on joint denx à deux les milieux des eûtes d’un ejua- 

^ Fig. io 3 . drilatère quelconque, la ligure rcsultàiitc sera uu paral- 

Itdogrftinmc. . 

ïhc'oi'imeXVIljSoit EFGH un quarrë inscrit; inscrivons dans ce quant- 
Fig. 104. le quarré IRLM , dans ce dernier le quaire FQ 1 \S , et 
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ainii de suile : la limite .de la somme de toas ces qaarres 
est leljuarrë circon.scrit ABCD. 

Problème XX. ^ Etant donnée la différence AG entre lâ diagonale et le cùtc 
Fig. io 5 . d’un quarre, construire ce quarré. 

Thc'or. XVllI. Soit un quadrilatère ABCD : si on prolonge les côtes 
Fig. io6. AB , DC ÿ AD , BC jusqu’il ce qu’ils se rencontrent en F' 
et G, on aura un autre quadrilatère ABFCGDA , ayant 
les trois diagonales AC , BD , FG qui se coupent deux k 
deux, saToir , BD , AC en ^ , BD , FG en Â,AC,FG 
en % ; et chacune de ces diagonales est coupée par les 
deux autres en segmens proportionnels. 

Corollaires I el 11 . 

Problème XXI. I Etant données quatre droites , telles que la somme de trois 
Fig. 107 , 108. d’entre elles, soit plus grande que la quatrième, construira 
nu quadrilatère inscrit dont ces droites soient les côtés , 
sons la restriction que deux d’enMÿ ehes soient assignées 
comme côtés opposés. * 

Théorème XIX. L’airg d’un quadrilatère est égale II la moitié du produit do 
Fig. 109. la somme de ses deux diagonales , par le sinus de l’angla 
qu’elles comprennent. * 

|On pro^se, i* de démontrer que si deux qnadrilatères 
ont deux diagonales égales , et faisant entre elles lo 
même angle , quelle que soit la manière dont clics se 
coupent, ces qnadrilatères scronP^^ivalcps ; a® de cir- 
conscrire Il un quadrilatère donné on antre quadrilatère, 
.de manière que les côtés du premier, adjacens li un côté 
du second, lui soient également inclinés. 


Di vision des Quadrilatères. 

Problème XXII. Diviser nn quadrilatère en deux parties qui soient entre 
Fig. no, lit. elles dans un rapport donné, de manière que la ligne 
de division soit parallèle à un des côtés du quadri- 
latère. 

ProblètncXXIU. Diviser nu quadrilatère en deux parties dans le rapport 
Fig. lia. de ni à n par une droite pcr[>endiculaire II l'un de ses 

côtés. 

ProblèincXXIV'.|^arlager le quadrilatère ABCD par nne ligne DE partant 
Fig. 1 13 . du sommet de- l’angle D , de telle sorte que les deux parties 
ACDE , EUB soient dans le iap(K)rt de m II n. 

Problème XXV. IPartager le quadrilatère ACDB en deux parties qui soient 
l'ig. 1 13 . ' dans le rapport de /fl à n , et de manière que la ligtio 

de division porte du point iM donné sur lu côté AB, 


« 


r. 
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ProblèraeXXVIl DiTÎser un quadrilatère en trois snrfaces «'quitalentes par dei 
Fig. 114. lignes firr'es de l'un des .angles. * 

Probl. XXVII. l'Divîser un quadrilatère en trois surfaces e'quiralentes par fles 
Fig. Ii5, 1,0. lignes meneesd’un point E pris sur l’un des côtés. 

Probl. XXVIIIa Des sommels de deux angles opposés d’un quadrilatère , 
Fig, 115,2°. mener deux lignes qui se rencontrent , et de leur intersec- 
tion une autre ligne, ensorte que les trois surfaces résul- 
tantes soient cquivalentes, 


Du Cercle, 

Xhéorème XX. | Si on fait tourner le système des deux tangentes Tt, Tt' dans 
Fig. 1 16. le plan du cercle mtt\ de taanière qu’elles soient toujours 

toiichtTs en t et l' par le cercle /mt', le point T de con- 
cours décrira le cercle concentrique TJNT. 

Problème XXIXlj.'McncI’ par an point pris dans un cercle une corde égalé à 
Fig. 117. une ligne donnée plus petite que le diamètre de ce cercle, 

Problème XXX. (Deux cercles étant donnés de grafideur cl de position, 
Fig. ri8. les qpuper par une droite, de manière que les parties 

, interceptées soient égiles h une ligne donnée , cette ligne 

n’éiani pas plus grande que le diamètre du plus petit 
cercle , ou de manière que ces parties soient dans un 
di^t^ort donné. 

ProblèmcXXiljSi l’on suppose qu’une ligne MT tourne de manière 
Fig. 119. qu’elle soit toujours touebée dans le même point M 
par la circonférence AMfi , trouver la courbe que dé> 
crit dans cc mouvement, un point "N donné sur la 
tangente. 

probl. XXXII. I Trouver sur le cercle un point de tangence M, tel, que les 
Fig. lap. parties MR, MR' comprises entre cc pgint et deux axes 

perpcndiculaiics qui se coupent au centre, soient entre 
clics dans le rapport donné de n h m. 

Probl. XXXIIIi Trouver l’expression de la surface comprise entre deux cir» 
Fig. 121. conférences concentriques. 

Probl. XXXIV.^ Le diamètre AR d’un dcmi-ceicI^^AMB étant divisé en deux 
Fig. laa. parties quelconques AD, DB j sur ces parties comme 
diamètres , soient décrits deux demi > cercles AND, 
DLB ; on demande un cerçlc équivalent à la surface 
ANDLCMA. 

Probl. XXXVy Etant Joriné un cercle , trouver quatre autres cercles dont 
Fig. 1^3. la somme des surfaces soit égale à celle du cercle donné, 

et dont les rayons soient entre eux comme les lignes dont 
nées üf b, c , d. 
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Prob. XXXVI. Diviser la circonférence d’un cercle en quatre partiel 
Fig. 134. égales, en ne faisant usage que du compas. 

Remarques. ^ 

Probl. XXXVII. t)iviser une circonférence en huit parties égales, en ne 
Fig. 134. faisant usage que du comp.rs. 

Probl. XXXVIII. Diviser une circonférence en douze parties' égales , en ne 
Fig. 134. faisant usage que du compas. 

Problème XXXIX. Trouver les racines qnarrées de tons les nombres entiers , 

Fig. ia 5 , 136. en ne faisant usage que du compas. 

Problème XXXX. Dans un cercle d’un rayon donné, trouver, en ne faisant 
Fig. 137. usage que du compas, nne corde qui diffère peu du 

quart de la circonférence rectifiée. 

. Remarque. 

Problème XXXXI./Elant donnés trois points non en ligne droite , déter- 
Fig. 138, 13g, i 3 o. miner tous les triangles équilatéraux dont les côtés 
passent par ces points assigner le plus grand et le 
plus petit. I 

. Des aires du Cercle , du Secteur et du Segmenta 

Probl. XXXXII. t Trouver l’aire d’un cercle dont on connaît le rayon. 

Probl. XXXXIIi. f Déterminer l'aire d’un secteur dont l’arc est de n grades 

et dont le rayon =3 r. ^ 

Probl. XXXXlVj Calcula l’aire du segment dont l’arc est de n grades , et' 

' dont le nyon = r. 

Des contacts des Cercles. 

Probl. XXXXV. ^*Elant donné un cercle , on propose de lui mener une 
Fig. i 3 i. tangente^mis nu angle donné avec une ligne donnée. 

Probl. XXXXVI. I Décrite un cerde tangent au point O d’une ligne donnée, 

Fig. 1 3 a. et qui passe par un point M donné. 

Probl. XXXXV 11 .^ On donne le rayon d’un cercle et on propose de trou- 
Fig. i 33 . ver la position de son centre, sons la condition que 

le cercle touche les deux droites données et non pa- 
rallèles AB , AC. 

Prob. XXXXVIII.| Mener une tangente commune à deux cercles dont les 
Fig. i 34 , i 35 . centres et les rayons sont donnés. Autre solution. 

Prohl. XXXXIX. IDécrirc un cercle d’un rayon donné qui passe par UB 
Fig. i 36 . point donné et qui touche une droite donnée. 

Problème L. | Décrire un cercle qui passe par dei^points donnés et qui 
J'ig. 137. touche une droite donnée. 

I On propose de trouver sur nue droite donnée le lieu du 

t 


/ 
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. sommet da plus grand angle dam les côtés passent par 

deux points donnés. 

Probli'me LI. ^Décrire nij cercle qni passe par nn point donné , et 

Fig. i 3 S, i 3 g. qui soit tangent à deux droites éhinnces. Autre so- 

lution. 

Théorème XXI. f Si quatre cercles touchent chacun extérieurement on in- 
Fig. i 4 o. térieurement trois côtés d’un quadrilatère quelconque , 

les eentres de ces cercles seront sur nne même cir- 
conférence. 

Remarque, 

,On propose de démontrer que si les côtés d'un quadri- 
tère circonscrit touchent une circonférence aux som- 
mets des angles d'nn quadrilatère inscrit , leurs diago- 
nales se couperont tonies au meme point. 

Théorème XXII. ji®. Si l’on mène nne tangente R'IT' aux deux cercles 
Fig. 141. qui ont pour centres C et C', tangente qui rencontrera 

en R la ligne des centres C'C , et que par les points 
de tangence t et t' du cercle C" avec les cercles C 
et C', on mène une droite tl', cette droite ira passer 
par le point R dans toutes les positions du cercle tan- 
gent C". a®. Si par le point R on mène les sécantes 
> Rm'm , Rn'/i , les quatre points m', m,n, n' seront suc 

une même circonférence. 

Problème LU. 1 Inscrire dans un cercle donné ^ois cercles qui le tonclient 

Fig. t 4 a, 143, i 44 - et qui SC touchent entse cnx. Autre solution par le 
compas seulement. 

^u centre A décrire un cercle qui tonthe les trois cercles 
inscrits par IS construction précédente et dont les centres 
sont P, Q, R. • 

Inscrire au moyen du eom^s , dans un cercle d'un rayon ' 
donné , quatre cerc^s qui lui soient tangens , et qui 
soient tangens entre eux. 

Remarque. 

Du centre A décrire un cercle qui touche les quatre qui 
résolvent le problème [irécédenf. 

^Décrire un cercle tangent h trois droites données qni ne 
soient pas toutes parallèles. 

Problème LVII. [ Décrire un cercle tangent ."i deux droites données et à un 

Fig. 147, I® et a®. cercle donné. 

Problème LVIII. Décrire un cercle qui passe par nn point donné et qni 

Fig. 148, i 4 q, l 5 o, soit tangent h une droite et h nn cercle donnés de 
i 5 i. position. 

Problème LIX. Décrire nn cercle tangent à une droite et h deux cercle^ 

Fig. i 5 a. donnés. 


Problème LUI. 
Fig. 144. 

Problème LIV. 
Fig. 145, 146. 


Problème LV. 

Fig. 146. 
Problème LVI. 
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deux points donnes et 


DES MATIERES. 

• Prolilirmc LJC. ^ Décrire un cercle 'jiii passe pa 
Fig. i53 , 154 . qni touche un cercle donn* 

Remarque. 

» Problctne LXI. Di!cri|| un cercle qui passe par un point donne et qui 
Fig. i34ii55, i56. soit tangent à deux cercles donnes. Autre solution. 

. Problème LXII. Décrire un cercle tangent à trois cercles donnes. Antre 
Fig. i5y , i58, i5g, • solution. 

rGo. Rétorque.. 

Théorème XXIII. Soit ABC un triangle qnclconqne inscrit dans un cercle j 
Fig. rCr. si per chacun des sommets on mène une. tangente pro- 
longée jusqu’à la rencontre des côtés op(K>sés ena,b, c, 
ks trois points a , b , c seront en ligne droite. 

Soit le qiiailrilatère inscrit ABCD , si l’on prolonge les 
côtes opposés AB, CD jusqu’à leur rencontre en m, 
lcs«ntres côte^s oppows AD , BC jusqu’à leur rencontre 
en /t , et qu’on rnène par les extrémités des diagoaales 
AC , BD les ||ngentes Ap et Cp , Bq et Dq ,[les quatre 
points m , n ,p, q sont e% ligne droite. 

Soient A, B, C les Centres de trois cercles tracés dans 
un même plan ; concevons qu’on mène des droites 
qui touchent ces cercles deux à deux extérieurement, 
et soient a , ô , c les points oit ces tangentes coupent 
les ^gnes des centres prolongées , c’est-à-dire , suit a 
le point où la ligne des centres BC est rencontrée 
par la tangente extérieure aux cercles B et C , et ainsi 
des autres , les trois points n , ô et c sc trouveront en 
ligne droite. 

Soient les tangentes intérieures TT', (('. •n', et soient 
h', a', c' les points dans lesquels elles coupent respec- 
tivement les lignes des centres j le les trois transversales 
An', Bô', Ce' se coupent en un même point D j a° les 
points i'jl'e, c'a'b, c'b'a sont en ligne droite. 

Théorème XXVII. Soit un demi-cercle AB j soit C un point quelconque de 
Fig. i55, 166 , l^et son diamèae j construisons sur les segraens AC , CB 
les deux demi-cercles AGC , CMB j du point C élevons 
CD perpendiculaire sur AB , et décrivons les cercles 
GFE , MLX qui tonchent de part et d’autre cette per- 
pendiculaire et les arcs des demi-cercles ; je dis que ces 
deux cercles seruut égaux entre eux. 


Théorème XXIV. 
Fig. 161 . 


Théorème XXV- 
Fig. iG3. 


Théorème XXVI. 
Fig. | 63 , 164. 


a®. 
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Des Périmètres et des Aires de quelques Poly- 
gones réguliers. Quadrature de quelques . 
espaces limités par des arcs de Cercle et 
des droites. 


TlicorimcXXVIltiLe cûté du triangle e’qnilalër^ circonscrit est aR ^3 , R 
Fig. 174 - ctant le rayon dn cercle inscrit. * 

Thràrème XXIX. La trôisième proportionnelle aux pe’rimitres dn triangle 
équilatéral et du quatre circonscrits à un cercle , est 
égale & la troisième proporlionnelk anx périmètres 
du triangle équilatéral et du qnarré circonscrits à ce 
meme cercle. 

Théorème XXX. L’aire troisième proportionnelle aux aires dn triangle 
• . équilatéral et du quarré circonscrits , est égale è l’aira 

troisième proporti(0nelle aux aires du tiiangle ^uila* 
téral ctdn quarré inscrits è ce cercle. 

Théorème XXXI. L’aire troisième*pruportionnelle aux aires de l'hexagone 
et de l’octogone inscrits , est égale h l’aire troisième 
proportionnelle h celle dn triangle équilatéral et dn 
qnarré circonscrits. 

l'iiéorème XjfxiL L’aire du dodécagone inscrit est^ale à trois fois le quarré 
du rayon. 

Corollaire et remarque. 

Théorème XXXIII. Le qnarré du côté du pentagone régulier inscrit dans un 
Fig. 173. cercle , est égal au quarré du côté de l’hexagone, pluf an 

quarré du'côté du décagone. 

ThéorèmeXXXIV. §i sur les trois côtés d’yin triangle ABC rectangle en A, on 
Fig. 176. décrit des demi-circonférences BnmC, CM A , BNA > 
on aura aire CmAM -h* aire BnAN ^air^BAC. 

Remarque. , 

Théorème XXXV • Si deux cercles de rayons égaux se coupent en A et B , 
Fig- 1^7. et que de Tun des poinu d’intersection A, on mène une 

ligne AC qui coupe l’arc intérieur c9 £ y et l’arc exté- 
rieur en C , l’aire mixtiligne £/nBuCE sera égale à celle 
du triangle EBC> 

Théorème XXXVI. Si deux cercles de même rayon sc ^ouchenl en C, et que 
Fig. 1 78. par le point de contact on fasse passer un troisième cercle 

de même rayôn, l’aire AFCEDINBMA = aire ABCD« 
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Problème LXIII. 

Problème LXIV. 

Fig. j8o. 
Problème LXV. 
Fig. i8i. 

PwbîèmeLXVl. 
Fig. i8a. 

• 

Problème LXVH. 
Fig. i83. 

Probl. LXVIII. 
Fig. 184 . 


Division des Surfaces. 

Divifcr le pentagone irrégulier ABCDE en trois surfaces 
équivalentes par des lignes tirées du point O donné sur ' 
le côté CD. ■ 

Diviser la surface du pentagone ABCDE en trois portions 
équivalentes par des lignes tirées de l'angle D. 

Diviser la surfape dn pentagone ABCDE en trois portions * 
équivalentes par des lignes tirées des points O et P don- 
nés snr le côté CD. 

Diviser la surface du pentagone ABCDE en deux portions 
qui soient ^tre elles dans le rapport de m è n , avec 
cette condition que la ligne de division parle du som- 
met de l'un des angles. 

Diviser un polygone quelconque en un certain nombre 
de surfaces équivalentes par des lignes parallèles à un 
des c9tés du périmètre. 

Diviser en deuK surfaces équivalentes le polygone 
ABCDEF par Une droite RR' parallèle à une droite 
xf donnée de position. 

Sur les Plans. 


Problème LXIX. Par one droite donnée dans l’espace, mener un plan pa- 
rallèle 4 une dfoite donnée de position. 

'riiéor. XXXVII. Si un planetnne ligne son^perpcndiculaires à un plan, 
le p'mn et la ligne sont parallèles. 

Tbéor. XXXVIII. Si un plan est perpendiculaire è une ligne , il est perpen- 
diculaire à tout plan mené par cette ligne. 

Tbéor. XXXIX. Si parallèlement è une droite donnée de position, on mène 
deux plans i^i se coupent , l’intersection de ces plans 
sera parallèle k la droite. 

, Corollaire. 

Théorème XXXX- Si par la diagonale d’un parallélogramme on mène un 
plan dans une position quelconque , et que par les som- 
„ mets des anglc^^ parallélogramme opposé k cette dia- 
• gonale , on mène deux perpendiculaires au plan , ctt 

perpendiculaires seront égales. 

Tbéor. XXXXI. Soit GN l’intersection des deux plans NM, Nm; soit 
Fig. i85. A un point situé hors de ces pians; soient AP, Ap 

' les deux perpendiculaires abaissées de ce point sur 

les memes plans ; je dis que l’angle pAP formé par 
ces deux perpendiculaires , est égal i celui que font 
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• Froblime LXX. 
i''ig. 186. 


TABLE 

entre enx les plans et qu’ainsi il est U 

mesure de l’angle dièdre ou de l’angle des deux plans. 

Corollaires I , Il et III^ 

Trouver la plus courte distance entre deux droi^ qui ne 
sont pas dans lA meme plan. 

On propose la solution des questions suivantes qui ne sont 
pas énoncées dans l’ouvrage. , 

Les angles formés par une droite quelconque, avec des 
plans parallèles*, sont égaux. 

Si par un point d’une droite on mène un plan perpendi- 
culaire à cette droite , et des perpendierdaires à cette 
droite , ces perpcilAulaircs seront dans le plan. 

Une droite est perpendiculaire è un plan , lorsqu’elle 
forme des angles égaux avec trois droitcsttienccs par 
son pie dans le plan. 

Par un point pria sur une droite ou Lors d'une droite, 
mener on plan perpendicuÉaire à cette droite : on n’en 
peut mener qn’ny. 

Deux plans sont parallèles , lorsqn’étant perpendiculaires 
chacun i une ligne droite , ces deux droites sont paral- 
lèles : si les deux droites ne sont pas parallèles , les plans 
se coupent. 

Lorsque par plusieurs points d’nn même plan MN , on 
mène hors de ce plan des droites égales ét parallèles , 
les extrémités dc^es droites sont dans un même plan 
paralfte an plan MN. ^ 

Si on A^ans un plan MN deux droites parallèles et iné- 
gales AB , CD , que par les extrémités A et B , C ctD 
on mène Lors du plan quatre parallèles AA', BB', CC', 
DD', et qu’on preqpc AA' = BB', je dis que tout plan 
mené par A' et B' coupera les parallèles CC', DD' à 

- même hauteur au-dessus du plan MN ; en second lieu, 
si on prend AA' =; BB', CC' ^ DD*, les quatre pointa 
A', B', C', D' seront dans un même plan 

Lorsqu'une droitt^st parallèle à un plan MN, si par 
un point queico^oe de la droite , on mène un pl^ft 
parallèle à iVIIN , la droite sera toute entière dans le 
plan parallèle. 

Lorsqu'une droite est parallèle à un plan MN , si par un 
point do ce plan on mène une parallèle à la droite , elle 
sera toute entière dans le plan MN. 

Lorsqu'une droite n'est pas perpendiculaire ^ un plan 
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Tliéor. XXXXII. 
Fig. 193. 

Theor. XXXXIU. 
Fig. 194. 1». 

Tlieor. XXXXlÿ. 
Fig. 1941 2°. 


Tbeor. XXXXV. 
Fig. 195. 

Problème LXXI. 
Fig. 196. 

Problème LXXII. 
Fig. 197. 
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MX , on ne peiil mener par cette droite qn'un seul plan 
perpendiculaire b MN. 

Lorsque par le milieu d’une droite on mène on plan per- 
pendici^ire & cette droite, les distances de chaque point 
du plan aux extrémités de la droite , sont égalés , et les 
points de ce plan sont Ica seuls qui jouissent de cette 
propriété : si les distances de trois points non en ligne 
droite aux extrémités d’une droite, sont égales deux h 
detut, le plaq conduit par ces trois points sera perpeo' 
diculaire k la droite et passera par son milieu. 

J^ota: d’observerai que l’ordre dans lequel nous avons 
présenté ces énoncés, n’est pas nécessarrement celui 
dans lequel on doit les démontrer. 

Intrffduction à la GéoMétrie descriptive. 


Pfotîons prcHminalres. Ëlemens de position d'nn point 
dans nu plan , dans ^espace ; «Icmens de position d\inc 
droite dans Pcspace ^déduire graphiquement de denz 
de scs projections , la longueur d’une droite de Tcspace; 
formule qui cxprime«cet6e longueur au moyen des coor- 
données des points extrémesj ce que devient cette formule 
lorsqu’une des extrémités est l’origine des coordonnées. 

Le quarré de l’aire d’un triangle est égal h la somme dc^ 
quarrés des aires des trois projections d# sa surfac% 
sur les plans coordonnés. 

L*aire dJia projectio^d’un triangle est égale a celle du 
triangU; multipliée par le cosinus de l’angle fait {Ktr le 
triangle et sa projection. 

Si on projette une surface plane quelconque sur un autre 
plan par desperp^idiculaires abaisse'es des sommets sur 
le plan de projection , la projection de cette surface sera 

• égale k son aire multipliée par lecdbinus de l’angle entre 
les deux plans. 

Remarques. • 

Si on projette une surface plane quelconque sur trois 
plans rectangulaires , la somme des quarrés des aires de 
CCS projections est égale au quarré de Taire de la ligure 
proposée. 

Déterminer les points dans lesquels une droite de l’espace, 
prolongée indéfîniment, perce les plans huriconCal et 
vertical de projection. 

Etant données les projections d’un point deTespace sur 
deux des trois plans rectangulaires ^ en déduire les 
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Problème LXXUI. 
, Fig. 198. 

Problème LXXIV. 
'99- 

Problème LXXV. 
Fig. aoo. 

Problème LXXVI. 

Fig. 301. 

Fig. 303, 3 o3. 


TABLE 

projections da même point Snr deux nonvcanx plans 
rectangnlaircs donnes de position par rapport aux pre- 
miers. 

prouver la position et lÿ grandeur du cercle intersec- 
tion d’une spbère donnée par un plan donne de po- 
sition. ^ 

Trouver le centre et le rayon d’une spbère assujétie à 
passer par quatre points donnés. 

Trouver l'intersection de deux sphères dont les centres et 
les rayons sont donnés. 

Trouver les points d'intersection deitiois sphères dont on 
connaît la position des centres et les rayons. 

Notions sur les surfaces gauches. 


Sur la Pyramide triangulaire. 


Théor. XXXXVI. Trouver le volume d’une pyramide triangulaire, en adop- 
tani la décomposition de M. Legendre. 

problème LXXVU. Trouver le Ooinme d'un tronc de pyramide , le plan sécant 
ccaut parallèle è la base. 

Thèor. XXXXVII. La solidité de toute pyramide triangulaire est le tiers de 

Figs 3 o 4 } ao5 y 206. celle du parallélépipède circonscrit. 

Remarques. Enonces de deux antres propriétés. 

Thcor.XXXXVIILSi dans un tronc de pyramide triangulaire ABCA'B'C^, 

• Fig.oio^» on prolonge les côtes BA et B'A' jusqu'à leur rencontre 

en L, les côtés CA et C'A' jusqu'à leur rencontre eu 
M , les côt^ CB et C l^jnsqu'à; leur rencontre en N | 
qu'ensuite on mène les diagonales AB', BA^ qui se 
coupent en / , Its diagonales CA', 'C'A qni se coupent 
en m, et enfin les diagonales BC', B'^ qui se coupent 
en n , les six points L, M , N , m, n Ibnt dans un 
même plan. 

Probl. LXXVIIL Étant données les faces d'une pyramide triangulaire, 

Fig. aoS. trouver sur sa base le pié de la perpendiculaire abaissée 

* du sommet , et cette per|^ndiculaire en longneur vraie , 
en ne faisant usage que du compas. 

Theor. XXXXIX. Les volâmes de deux pyramides qui ont un angle trièdre 

Fig. 209. entre eux dans le rapport des produits des ^ 

arêtes contiguës à cet angle. 

Théorème L. Si l^ur chacune des arêtes qui partent du sommet A d'une 
Fig. aïo. pyramide triangnlaire, on -prend à volonté des points 

m, n, P pour former le triangle mnp sur la surface 
de la pyramide , et qu'ayaot supposé les diagonales Bn 


I 
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.. « Cm, Cp et D/l, Dm et Bp , on mine encore par 

Je tomniec A et les points d'intersection D', B', C' do 
B/i et Cm , Cp et D/i , Dm et Bp , les transversale» 
Aa, Aa', An"; démontrer, i® que les transvcrsalei 
Da , Ba', Ca" sc couperont toutes en un rndinc point 
A' de la base BDC ÿ que les quatre transversales 
AA', BB', CC', DD' se coiq/eront anssi en t»n mfme 
point K de l’cs^race. 

Problème LXXIX. Etant données deux faces et une inclinaison non com- 
Fig. an. prise , construire la pyramide. 

Problème LXXX. Etant données deux inclinaisons et la face adjacente ^ 
Fig. aia, ai}. trouver la troisième arête de la^pyraniide, c’est i-dire, 

les deux antres faces. 

Problème LXXXI. Connaissant dans une pyramide deux faces et l'inclinai- 
Fig. ai 4 . aon comprise, déterminer la troisième face. 

ProblèmcLXXXII. Etant données les trois faces d’une pyramide, trouver 
Fig. ai 5 . les trois inclinaisons. 

Probl. LXXXIII. Etant données tontes les arêtes d'nne pyramide , la 
Fig. aoi. construire. 

Théorème LI. Si par le sommet d’nn angle trièdre, on mène des droites 
Fig. ai& psrpcndicniaires è chacune de ses faces , les plans qui 

contiennent ces lignes deux i fieux, formeront un nnn- 
^ Tel angle trièdre dans lequel les angles entre les arêtes 
seront égaux aux inclinaisons des faces du premier , 

■ et les angles entre les arêtes de celui-ci seront égaux ans 
inclinaisons des faces dn nouvel angle trièdre. 

Remarque. " ' 

Théorème LU. Chacun des six angles d’nne pyramide, savoir, les trois 
angles entre les arêtes , et les trois angles entre les 
faces, a pour supplément l’un des angles de la py- 
ramide f<#mée par trois plans perpendiculaires à ses 
arêtes. L’nne de ces pyramides est dite supplémentaire 
de l’antre. 

Corollaire. 

Probl. LXXXrV. Inscrire une sphère d.-ins nne pyramide triangulaire dont 
les quatre sommets sont donnés. 

• ^ Des Polyèdres. 

Théorème LUI. Le qnarré de la diagonale de tout parallélépipède rec- 
Fig. 317. tangle , est égal à la somme des qnarrés des trois 

arêtes contignè's & nn mêm^^gle solide trièdre. 

Corollaires I et II. 

Problème LXXXV. Connaissant les côtés d’un parallélépipède rectangle, 
Fig. 3 18. * 
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_ troOTcr la diagonale et les angles qu'elle forme avec 

les cût^. 

Corollaire. 

Tlifiorème LIV. Dans tout prisme qnadrangnlaire, la somme des qnarret 
Fig. arq. des côtes excède celle des quarres des diagonales de 

huit fois le quatre de la ligne qui joint les milicuz de 
* ces diagonales. 

TlirOrèrae LV. Sur l’iiexaèdic irrégulier. 

Fig. aao. Corollaire. 

Théor.LVIetLVII. Démontrer les formules 

(AI ± IB)’= rf ± 3ÂÏ‘ X BI + 3AI X ÏB* 

Théorème LVIII. Soit ABCDEMN, etc. un polyèdre quelconque ; si l'on 
Fig. aai. joint les sommets de tous les angles A, B , etc. avec un 

point S^silué où l'on voudra, je dis qu'en divisant 
les lignes SA , SB , etc. en parties proportionnelles , 
on formera un second polyèrlte A'B'C'iyE'M'N', etc. 
semblable au premier. 

Probl. LXXXVI. Evaluer le volume d’un sobde terminé par un plan hori_ 
Fig. aaa , aa3. zontal, par quatre plans verticaux parallèles deux à deux, 

et par une portion de surface gauche. 

Théorème LIX. S* pat un point quelconque pris dans l'espace, on fait 

Fig. aa4> passer plusieurs polygones égaux et parallèles chacun à 

ebacune des faces d'un polyèdre qnclconque , et présent 
tant an point la même face qu’elle j la somme des pro- 
duits de la surface de chacun de ces polygones par la 
perpendiéulairc qu’on lui mènerait d’un autre point 
quelcooqoe de l’espace , sera égale è zéro-, en observant 
de prendre négativement celles de ces' perpendiculaires 
qui tombent sur le revers de ces polygones. ( Cet 
énoncé ne peut être hieo saisi qu’è la lecture de la 
démonsuration.) 

Corollaires l et II. 

Théorème LX. Les surfaces topiles du eône équilatéral et du cylindre 
Fig. xaB. circonscrits à une sphère , sont eu proportion continue 

avec la surface de celte sphère. 

Théorème LXI. Les surfaces totales du cône équilatéral et du cylindre 
éqnilatère inscrits^ une sphère, sont en proportion 
continue avec la sorface de la splièrc circonscriic. 

Théorème LXII. Les volumes dn cône équilatéral et du cylindre cireons- 
Fig. aaG. cri^^ une sphère , sont en proportion continue arec 

le Marne de la sphère. 

Théorème LXIII. Le cônç , la sphère et fe cylindre de même hamenr , ont 
Fig. 307 . leurs volumes comme 1 ; a t 3 , le cône et le cylindre 

ayant d’ailleurs pour base un grand cercle Je la sphère. 
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Du contact des Sphères. 

Trobl. LXXXVII. Mener an pian tangent à trois sphères données. 

Fig. aaS. , 

Frob. LXXXVIU. Trnnrer de combien de manières on peut placer une 
sphère d'nn rayon donne, pour qu’elle touche trois 
antres sphères dont les centres et les rayons sont donnes. 

Probl. LXXXIX. Une sphère variable de rayon se meut en touchant cons- 
tamment troie sphères fixes dont les centres eties rayons 
sont donnes : on demande la courbe formée snrchacune 
des sphères fixes par la snite doLses points de contact 
, avec la sphère inobile. 

Probl. LXXXX. Trouver la conrbe parconrnepar le centre d’une sphère 
mobile assujétie h toucher constamment trois sphères 
fixes. 

Remarque et énoncés de quelques questions. 


Trigonométrie rectiligne. 

9 

Notions prcliminaires. Démonstration analytique des for>> 
mules rondamcnialcs qui expriment les sinus et cosinus 
de la somme et de fa difFércncc de deux arcs, et de 
cette propriété que, dans tout triangle , les sinus de» 
^ angles sont entre eux comme les côtés opposes à ces 

anglis. 11 existe une innnilé de systèmes de tiois nom* 
bref dont la somme est égale au produit. Si on ne con« 
naît que les trois angles d'un triangle , on ne peut 
deterrainer que les rapports entre les cAlés^ Démons> 
tratioDS de ces formules 

sin m -f> fin 3m -f* ain 5m etc. = o , 
cos m -f- cos 3m -h cos 5m -f- etc. = o , 
ain (/-*-g’)-è-iin (/+ag) -+-sin (/+3ff ) + etc. =a o , 
CO» (/-fg ) -1- cos (/-hag ) -F cos (/■-(-%) -t- etc. = o. 
Probl. LXXXXt. Si dans une circonférence ABCD , etc. , dont le rayon est 
Fig. aag. R , on inscrit un polygone régulier d’uu nombre » de 

cdtés ; si on décrit une antre circonférence concentrique 
d’un rayon r < R , et qn’o*n prenne sur cette circonfé- 
rence un point K è volonté, la somme des quarres des 
distances de ce point è cbacun des angles du poiygone 
régulier, sera n ( R* -I- r’) , c’est è-dire , constante , 
quelle que soit la position du point &. 

Fig. a3o. Autre manière de parvenir aux formules fondamentales, 
de la trigonométrie. 
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Probl. LXXXXII. 
Fig. 33 1. 


Prob. LXXXXIII. 
Fig. b33. 


Prob. LXXXXIV. 
Fig. b33. 


Thcorimc LXIV. 


Tlieorime LXV. 

, Fig.a34,»35. 
Tbcurime LXVI. 
Fig. a35, a3C. 


TABLE 

Tracer une figure qui reprc’sentc les principaux rapport», 
exisums entre les sinus et cosinus de deux angles pro- 
poses , les sinus et cosinus tant de leur somme que de 
leur différence. 

Connaissant trois des cinq parties' d’an triangle , cons- 
truire geometriquement ce triangle. 

On propose la solution <de quelques questions qni con- 
sistent b construire un triangle s connaissant trois rela- 
tions exprime'es d’une manière quelconque entre les * 
angles et les cdlès. , 

Démontrer géomc'triquement la formule 

S= V'p{p — a){p — l>){p—c), 

S étant la surface d’un triangle quelconque , a,h ,e , 
ses côtes , et p la demi-somme de ces côtés. 

Parmi tous les triangles de même base et de même ■ 
périmètre , celui qui renferme la plus grande surface 
est le triangle dans lequel les côtés variables sont égaux. 

Construction des Tables des Sinus , tangentes 
et des Logarithmes de ces Lignes. 

Expressions des sinus des arcs de trois en trois degré^ 
calculées sur un rayon égal à l’unilé , et rapportées b la 
division sexagésimale du cercle. Expressions analogues 
de quelques tangentes , dans les mêmes hypothèses. 
Formales pour calculer de dix en dix secondes les sinus 
de O b I oo* ou grades. Exposition des méthodes em- 
ployées au Bureau du Cadastre pour la formation des 
grandes tables trigonoraétriques. 

Sur la Trigonométrie sphérique. 

Les sinus des angles sont proportionnels aux côtés oppo- 
sés b ces angles. 

U ,b , c étant toujours les côtés d'un triangle sphérique ^ 

A r«nglc opposé au côté <z , on a l’analogie 

cos a — cos b cos c -f- sin ô sin c cos A. 

Corollaires I et H , qui font connaître les principaux 
rapports qui existent entre les côtés çt les angles d’un 
triangle sphérique , rapports qu’un déduit encocode tn 
«onsidération du triangle rectiligne. 

\ 
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De la Polygonométrie etdelaPolyédromctrie! 

Thcorime LXVII. .Dans tout polygone plan, chaque côté est égal il la somme 
Fig. 337. de tous les autres multipliés chucua par le cosinus de 

l’angle qu’il fait arec ce côté. 

Théorème LXVIII. Dans tout polygone , la somme des côtés mnliipliis 
Fig. a 38 . chacun par le cosinus de l’angle que forme sa dircc- 

* tion prise dans le sens du périmètre , avec une droite 
* quelconque tracée & volonté dans le plan de ce poly- 

gone, est é^le à zéro. 

Théorème LXIX. Dans tout polygone, le quarré d’un côté quelconque est 
Fig. 389. égal à la somme des quarrés de tons les autres côtés 

multipliés deux à deux , et par le cosinus de l’angle 
quÿls comprennent. j 

Théorème L-XX. Le double de l’aire d’nne figure rectiligne quelconque , 
Fig. *37 , a 3 g. est égal il la somme des produits de ses côtés , excepté 

un , multipliés deux il deux, et par le sinus de l’angle 
qu’ils comprennent. , 

Remarque, 

Probl. LXXXXV. Connaissant dans le quadrilatère ABCD les côtés b ,e,d 
Fig. 337. et les angles A et D , on demande les autres parties 

du polygone. 

Bésoiidrc le pentagone ABCDE. 


Prob. LXXXXVI. 

• Fig. a. 39 - 
Prob.LXXXXVU 
Fig. a 4 o. 


Evaluer la surface d’un polygone , connaissant l’un de 
ses côtes et les angles aux deux extrémités de ce côté 
entre ce même côte et les antres sommets du polygone. 

Théorème LXXI. L’aire de l’une des faces d'un polyèdre quelconque , est 
égale il la somme des aires de toutes les autres faces 
multipliées chacune par le cosinus de l’angle qu’elle 
forme avec le plan de projection. 

Théorème LXXn. Si l’on nomme base d’un polyèdre l’une quelconque de ses 
faces, le produit d’une face par le sinus de son inclinaison 
sur la base , est égal à la somme des produits de chacune 
des autres faces par le sinus de son inclinaison suc la 
hase , et par le cosinns de l’angle formé par les com- 
munes sections du plan de la base avec la première 
face et avec celle des faces restantes, qui est prise comme 
facteur. 

Théorème LXXm. Dans tout polyèdre, le quarré de la moitié de la surface, 
est égal il la somme des produits de toutes les faces mul- 
tipliées deux à deux, et par 1 « qnarré dn cosinns de leur 
deiui'iacliiiaison. 
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ïLtomncLXXIV- L« somme des quarres de tomei les faces d'nn polyèdr<*, 

, est égalé an double de la somme des produits de toutes 

ces faces multipliées deux & deux , et par le cosinus d* 
l’angle dièdre qu’elles comprennent. 

Remarque. 

’ Théorème LXXV. Dans tout polyèdre , le quatre d’nne face est égal h la 
stiinnie tie.s quarres des autres faces , moins deux fois ia 
somme des produits de toutes ces 'autres faces multi- 
pliées deux à deux, et parle cosinns de l'angle dièdre 
qu’çUcs comprcnneti^ 

^ Sut le levé des plans. 

Fig. Le qu’on entend par carte d’un pays, cane topogra- 

a4}. phiqnc ou plan , carte géographique. Du canevas d’un 

plan. De l'orientation d’nn plan. Autre manière de 

, former le canevas d’un plan, lorstpi’on ne s’atts.'^he 

pas k une exactitude rigoureuse. Du calcul des dis- 
^ tances h la méridienne et à la perpendiculaire de tous 

les sommets d’un résean trigonométrique. Des mé- 
thodes de cultcllation cl de développement. Du calcul 
de l’aire d'un polygone, dont ou connaît les distances 
des sommets des angles k la méridienne et il la per- 
pendiculaire. 

Prob.LXXXXVIU.Soit un point D élevé qu’on puisse voir de trois autres 
Fig. 345 * points donnés E , G, F , et qu’en E , G et F on ait 

observé l’angle que fait le rayon visuel mené au point D 
avec la verticale ; tronver la projection du point D 
sur le plan horizontal , et son élévadon au-dessus de ce 
• plan. 

Prob. LXXXXIX. Un oliservatxur placé dans un ballon supposé fixe , veut 
• , Fig. a4^> ^4^- déterminer sa position. 

Problème C. Tracer la projection horizontale de l’intersection de deux 

Fig. >47- surfaces de revoludon dont hs axes sont dans un même 

plan. 

De la trisection de F angle ou de la courbe - 

' trisectrice. 

Théorème LXXVl. Soit un triangle isoscèle ABC dansleqnel on ait AB=BC, 
Fig. a46- et l’angie B plus petit qne le dera de la demi-circonfé- 

rence ; si du sommet A , avec un rayon =AC, on deexit 
un arc qui coupe CB en E, et qu’on joigne A£, la 
triangle CAE sera semblable à ABC ' 
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TWor. LXXVII. 

Fig. 149. 


Théor. LXXVm. 
Fig. aüo. 


Théorème LXXIX. 
Fig. aSo, aSi, a 5 a. 

Tbéoième LXXX. 
Fig. aSi , a 5 a. 

Fig. a 53 , 354 , aS 9 . 


DES MATIÈRES. xxxix 

Dans un triangle isriscèlc BAC, si du sommet B de l'angle 
intercepté entre les côtés égaux comme centré, avec un 
rayon BE plus petit que l’un des côtés égaux , et plus 
granri que la pciqiendiculairc BO , l’on décrit uii arc de 
cercle E^ilR , qui coupera nécessairement CA en deux 
points N et I , je dis qu'on aura AI = (A. 

Soient les deux triangles isoscèles semblables ABC, CAE, 
qui sont ceux de la ligure 348 , si du sommet B comme 
centre, avec B A comme rayon , on décrit la dernw-ir- 
confércnce ACOR, et que l’on prolonge le côté AE 
jusqu'il la rencontre en O de cette demi-circonférence , 
.l’arc ACO sera triple de AC. 

Si du point A comme centre, avec AB=BC commeraynn, 
on décrit la demi-circonfércnce BIDM , et si l’on pro- 
longe BC jusqu’en P, on aura PE = BC. 

Si du point A comme centre , avec le rayon AB ~ BC , 
on décrit la circonférence BlDMB qui coupe aux 
poinu P et B , la base CE du triangle isoscèle CAE , ou 
a PE = BC. 

Génération et description par un mouvement cpntinu, 
de la courbe trisectricc cl d’une autre eourbesimultanér. 
La trisectricc donne la solution graphique de ces deux 
' énoncés: l®. Etant donnée la corde d’un arc, trouver 
celle de l’arc triple, a”. Connaissant la corde d’un arc 
trouver celle de son tiers. Traduction algébrique de celte 
dernière question. 


Du problème des tangentes aux courBes du 
premier ordre ou aux lignes du second 


degré. 


Fig. 356 . Trobver l’équation de la tangente en un point donné 
d’une courbe du premier ordre, represeotée par l’équa- 
tion la plus générale du second degré entre deux va- 
riables. 

Corollaire. • 


NOTES. 

Fig. aSy. Antre solation de cette question : Etant données les surfaces d’an 
polygone régulier inscrit et d’un polygone semblable circonscrit, 
trouver les surfaces des polygones inscrit et circonscrit d'un nom- 
bre double de côtés. 




s 


Digitized by Google 


4 


xi TABLE 

Fig. 258. Antre démonstration de cette proposition : Le qnaité de l'hypoté.‘ 
nnsc est égal i la somme des quartés construits sur les deux autres 
côtés de l’angle droit. * 

Fig. aÔQ. Soié un triangle qnelconqne ABC j que snr les côtés AC et AB , on 
construise deux parallélogrammes quelconques CE, BF; qu’oji en 
jlFolonge les côtés DE, KF jusqu'à leur rencontre en H ; que par 
U et par A on mène la ligne HA prolongée jusqu’à la ren^ 
«ontre de fiC en L ^ qu’on prolonge AL de LM = HA , puis 
qu’on consu uise le parallélogramme BN dont le côté CN soit 
égal et parallèle à LM ; je dis que l’aire de ce parallélogramme 
est égalé à la somme des airès des parallélogrammes BF et CE. 
Fig. a6o. Soit ASA^ un triangle auquel est inscrit un cercle dont le centre 
est Z , et qui en touche les côtés SA , SA', SA" en t , t\ t*'; au 
meme triangle soit ex-inscrit un autre cercle dont le centre est Z 
et qui touche en T , les côtés SA, SA' prolongés, et en 
T" le côté A.^' : il s’agit de démontrer les propriétés suivantes : 
I». ST est le demi-contour du triangle, et AT, St, At sont 
respectivement les excès du demi-contour sur les côtés SA , 
AA', SA'. 

3». Le rectangle des excès du demi-contour, sur les deux côtés d'un 
angle, est égal au rectangle du rayon du cercle inscrit à ce 
triangle , et du rayon de celui des cercles ex-inscrits à ce triangle* 
qui est situé dans le meme angle- • 

3^. Le rectangle des doux côtés d’un angle , est égal an rectangle 
des distances de son sommet au centre du cercle inscrit et au 
centre de celui des cercles ex -inscrits , qui est situé dans le même 
' angle. 

V 4** rectangle de deux côtes d'un angle, est au rectangle du demi- 
contour par Tcxcès du demi-contour sur le côté opposé à cct 
angle , comme le quarré du rayon est aia quarré du cosinus de la 
moitié de cet angle. 

Le rectangle des deux côtés d’on angle, est au rectangle des excès 
du dcmi'contour sur les côtés de cct angle, comme le quarré du 
rayon est au quarré du sinus de la moitié de cet angle. 

* 6*. Le rcctangle^u demi-cOutour par Texcès du demi-contour sur 

le côté opposé à un angle , est au rectangle des excès du demi- 
contour sur les côtés de cct angle , comme le quarré du rayon est 
au quarré de la tangente de la moitié de cet angle. 

Le rectangle des deux côtés d’un angle , est an double de 
la racine quarréedu produit du demi-contour et des excès de ce 
dcmi-coutour sur les côtés de Tanglc , comme le rayon est au 
sinus de cet angle. 

8®. La surface d'un triangle est la racine du produit du demi- 
conioui- par les excès du demi-contour sur chacun des côtés. 


« 


Digilized by Google 
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9^. Le rayon est h la tangente de la moitié d'un angle» comme le 
rectangle du demi-contour par Texcès du demi<outour surle côté 
opposé, est h la surface du triangle. 

II .O.*/ ». X S/ X tang 7 S 

10®. Lu hauteur h du triangle SAA est a = j-77 % 

AA 

Obterrations. 

Fig. a6l. Autre solution de cette -question : Etant donnée la différence AB 
entre la diagonale et le côté d’un qiiarré , construire ce quarré. 

Fig. 36a. Si du centre de ^urc et de tous les sommets des angles d^m 

gone régulier, on abaisse des perpendiculaires sur une droite quel- 
conque, la perpeudiculatve abaissée du centre, paîsc autant de 
fois qn'il y a de sommets , est égale à la somme des perpendicu- 
laires abaissées de ces sommets. Du centre des moyennes dis- 
tances. 

Fig. 363. Tout polygone résilier d^m nombre impair de côtés, n'a pas de 
centic de figure. La propriété précédente a encore lieu dans les 
polygones réguliers d'un nombre impair de côtés. ^ 

Fig. 364. Autre solution de cette question : Mener im cercle tangent & un 
cercle donné et h une droite donnée en un point donné. 

Fig. 365* Autre solution de ce(tc question : Mener une tangente commune 
Il deux cercles donnes. 

Trouver parmi les pyramides triangulaires qui ont même volume et 
même angle solide trièdre au sommet , celle dont la base est un 
minimum. La solution complète de cette question ne peut être 
fournie que par le calcul düTérenticl. 

a66. Dans nn parallélépipède quelconque, si des extrémités A, A\ A!* 
des trois arêtes contiguës à un même angle solide, on mène sur 
la diagonale Ss de ce solide des perpendiculaires Ap , Xp' ,A"v'\ 
la somme Sp + Sp'-(-Sp"= Si. 

La diagonale d'un parallélépipède quelconque peut être exprime'e 
au moyen des trois arêtes de ce parallélépipède , contiguës à Tune 
des extrémités de cette diagonale , et des angles que ces arêtes 
font avec la même diagonale. 

Dans tout parallélépipède , le quarré d'une diagonale est égal à 
l'excès de la somme des quariés des trois diagonales des faces qui 
partent de l'une de ses extrémités, sur la somme des quarrés des 
arêtes qui aboutissent à la meme extrémité. 

Dans tout parallélépipède , le quarré d'uue diagonale est égal à 
l'excès de la somme des quarrés des trois artUes qui partent 
d'une de ses extrémités, sur le double de la somme de leurs 
produits , deux h deux , par le cosinus de leurs inclinaisons entre 
«lies. 

TIN DE LA TABLE, 
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FAUTES A CORRIGER 


Nota. Il est essentiel de corriger d’arânce les indicstions des Figures. 


Pages 

Lignes. 

Fautes. 
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35 

60 
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les bases seront égales et 
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aTant-demière 
indicat. de üg. 
idem 
derrière 

les conséquences par a.. . . 
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n ; m :: RM:RM' 

;ü 



8 en remontanr 

deux demi - cercles ABC , 
DEF 

161 
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Tf'XXXIV '1 
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/• 

4 en ren^ntant 
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— I P 

ai3 

1 

ia face illimitée prolongée... 
- — -3 — ft 

AR RI 

327 



3^ 






dernière 


J ^0 





- 

t “ ' 

J t * 

» ~ . A 

, . ' A ■ » 


Corrections. 


an segment AD. 

si les surfaces. 

let lui être circonscrit. 

les bases seront parallèles^ 
les conséquens par 3. 

Fig. ii5. 1°. 

Fig. ii5. a®. 
n:m;;RM; R'M 
et par A' l’art BCi. 
des côtes du triangle ABC. 
deux demi-cercles concen- 
triques ABC , DEF. • ■ 

Fig. tji. 1®. Fig; 171.3®. 
au point de tangence des 
cercles. 

Fig. 194. 1®. Fig. 194. a®. 
(Théorèmes XXX.XUI et 
XXXXIV). 

Y'A'Z'. 

P=ïP-. 

la face illimitée, prolongée. 
3 — 3 - 

— AB — BI 
étaient. 
a* =. 

quelconque ABGi ’ 
ila corde AC'. 
deBC (üg- aSa}. 
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GÉOMÉTRIE. 


LIVRE PREMIER. 


PRaPOSITION PREM*ÊRE 

■^J-'hÉORÈME. Toutes les fois que deux lignes droites se cou- 
pent, les angles opposés au sommet sont égaux. (Géom. Liv- 1 , 
Proposit. V, Théor.) 

Réciproque. Si quqtre droites OA, OC, OB , OD , qui^‘S- • 
aboutissent à un même point O, sont disposées de manière que 
les angles opposés au sommet (*) soient égttÊfc , ces quatre 
lignes formeront deux droites. 

— — — m 



(*) Par angles opposés au sommet , il faut entendre ici deux angle! 
^ni, ayant même sommet, n’ool pas de côte commun. 
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a RÉCIPROQUES. 

Soit l’angle AOC = BOD, et l’angle AOD = BOC : on 
aura > ^ 

AOC 4- AOD BOD + BOC ; 

mais la somme des quatre angles formés* autour du point O , 
est égale à quatre angles droits; donc BOD ROC vaut deux 

droits ; donc CD est une ligne droite. La somme 

AOC-f- AOD ou son égale BOD + AOD «vaut aussi deux 
droits; donc aussi BA est une ligne droite. Donc, etc. 

• Corollaire. Si la ligue AOB est droite , et si l'angle 
AOC BOD, la ligne COD sera pareillement droite. 

PROPOSITION II. 

Théorème. Si d’un point pris dans l'iittérieurd’un triangle, 
on mène des droites aux extrémités d’un même côté , la somme 
de ces droites sera moindre que celle des côtés enveloppons. 
(Géom. Proposit. IX.) 

Réciproque. Si la somme des droites qui joignent un point 
pris dans le plan d'un tricmgle, avec Us extrémités d'un côté, 
est moindre que celle des deux autres côtés ou des côtés en~ 
*• veloppans , ce point est intérieur au triangle. 

Celte réciproque n’est pas vraie. Eh effet, soit O un point 
intérieur; en menant BO et CO, oh a BO+CO^i^BA-f-AC ; 
faisons les angles BCO' = OBC , ’0'BC=BC0 : les triangl^ 
BOC etBO'C seront égaux; donc BO'-l-CO' — BO-j-CO, et 
par conséquent BO' + O'C CÜ^BA-f-AC. Donc, etc. 

s 

PROPOSITION III. 

^ Théorème. Si deux triangUs sont tels , que deux côtés du 
premier soienfifgaux à deux côtés du second , et qu’en même 
temps l’angle compris par Us premiers , soit plus grand que 
l’angU compris pals les seconds , le troisième côté du premUr 
triangle est plus grand que U troisième côté du second. 
(Géom. Prop. X.) » ■' 


* 
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LIVRE L 3 

Réciproque. Si deux triangles sont tels , que deux côtés du 
premier soient égaux à deux câtés^u second, et qu'en même 
temps le troisième côté du premier soit plus grand que le , 
troisième côté du second, l'angle opposé à ce côté dans le 
premier triangle f sera plus grand que t angle opposé à ce même 
côté dans le second triangle. 

En effet , soient AB = DE, BC = EF, AC^DF , je dis que Fig. 3. 
l'angle B est plus grand que l’angle E. Car , si l’angle B était 
égal à l’angle E, les triangles ABC, DEF seraient égaux, et 
par conséquent AC serait égal à DF , ce qui est contre l’hy- 
pothèse. Si l’angle B était plus petit que l’angle E , AC se- 
rait plus petit que DF , en vertu de la directe , ce qui est 
encore contre l'hypothèse', donc l’angle .B est plus grand que 
l’angle E. Donc, etc. ^ . 

' .1 
PROPOSITION IV. 

Théorème. La ligne menée du sommet d’un triangle isos- 
cèle au milieu de sa base, est perpendiculaire à cette base , et 
divise F angle du sommet en deux parties égales. (Géom. ' 
Prop. XII, Schol.) 

Réciproque. Si une ligne est perpendiculaire tur F un des 
côtés d'un triangle, et quelle divise F angle opposé en deux 
parties égales, elle passera par le milieu de la base, et le 
triangle sera isoscèle. * 

Soit AD cette pe^endiculaire : d’après les conditions énon- pjg ^ 
cées , BDA — ADC , BAD = DAC ; donc les deux triangles 
BAD , DAC sont égaux , comme ayant un côté égal adjacent 
à deux angles égaux chacua à chacun ; donc DC = DB et 
BA = AC. Donc, etc. 

PROPOSITION V. • 

Théorème. Si d'un point s 'Uué hors d’une dro^ , on mène une 
perpendiculaire sur cette droite et différentes obliques, à différens 
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4 RÉCIPROQUES. 

points de cette même droite , la perpendiculaire sera plus courte '• 
que toute oblique, ( Géop. Prop. XVI» Théor. i“.) 

5. Réciproque. La plus courte des lignes que Ion puisse me- 
ner à une droite, d’un point situé hors de cette droite , est 
la perpendiculaire d cette droite. < 

Soft AB la plus courte des lignes que l’on puisse mener du 
point A à la droite DE. Si AB n’était pas une perpendicu- 
laire à DE , on pourrait en abaisser une telle que AC. On 
aurait, en vertu de la directel, AC<^ AB, ce qui est contre- 
l’hypothèse ; donc AB est perpendiculaire. à DE. Donc, etc. 

PROPOSITION VI. 

Théorème. Deux .obliques qui. s' écartent également de la 
perpendiculaire, sont égales. (Jbid. Théor. a°.) 

5. Réciproque. Deux obliques égales s’écartent également de 
la perpendiculaire. 

Soient AC=AF et AB perpendiculaire à DE, je dis que 
CB = BF. La ligne par rapport à laquelle les écartemens BC, 
BF seront égaux, doit diviser également l’angle CAF. Si’ la 
perpendiculaire AB ne divise pas l’angle CAF en deux par- 
ties égales , soit AK la ligne qui opère cette division. Les angles 
AKC, AKF seraient égaux; donc la ligne AK serait perpen- 
diculaire à DE. Donc ce ne peut être que par rapport à la 
perpendiculaire ^ue les écartemens CB , CF seront égaux. 
Donc, etc. ' . # 

Corollaire. De là il suit que deux triangles rectangles qui 
ont l’hypoténuse égale et un côté de l’angle droit égal , sont 
égaux. Car on pourra toujours les concevoir disposés comme 

le sont les triangles ABC , ABF. 
r 

PROPOSITION VII. 

Théorème. De deux obliques qui s’écartent inégalement de) 
la perpendiculaire , celle qui s’en écarte le plus sera la plus 
longue. (.Ibid. Théor. 3“.) 
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LIVRE I. 5 * 

Réciproque. De deux obliques iiflgales , la plus longue 
s'écarte le plus de la perpendiculaire. • , 

Soient AB perpendiculaire à DE , et AG >■ AF , je dis que pig. 5. 
l’on a BG > BF. Car si l’on pouvait avoir BG = BF, on aurait 
AG = AF , ce qui est contre l’hypothèse. Si l’on avait 
BG •< BF , on conclurait AG < AF , ce qui est encore contre 
l’hypothèse j donc BG ^ BF.Donc , etc. 

PROPOSITION VIII. 

Théorème. Une droite perpendiculaire sur le milieu d’une 
autre , a tous ses points à égales distances des deux extré- 
mités de celle-ci. (Géom. Proposit. XVII, i°.) 

Réciproque. Si une droite a deux de ses points également ' 
distans des deux extrémités dlune autre droite , elle est per- 
pendiculaire sur le milieu de celle-ci. ^ 

Car cette droite a deux de ses points communs avec la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu d’une ligne. Donc , etc. 

PROPOSITION IX. 

Théorème. Tout point situé hors de là perpendiculaire 
élevée sur le miliei^dl une droite, est inégalement distant des 
deux extrémités de celte droite. ( Ibid. a*. ) i 

- Réciproque. Si un point est inégalement distant des deux 
ertrémités d'une droite, ^^t situé hors de la perpendicu- 
laire élevée sur le milieu Wnette droite. , * , , 

Car , s’il était sur cette perpendiculaire , il serait égale- 
ment distant des deux extrémités de la droite. Donc , etc. 

■ PROPOSITION X. 

Théorème. Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu’ils 
ont deux côtés égaux chacun à chacun. (Géom.Prop.XVIII.) 

Réciproque. Si deux triangles sont égaux, comme ayant- 1 
deux côtes égaux chacun à chacun , ils sont rectangles. . ^ 
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Car s’ils ne l’étaient^as , il s’ensuivrait que deux triangles 
obliquangles ayant deux côtés égaux chacun à chacun, se- 
raient égaux, et on sait que, pour ces triangles, on n’a pas 
ce caractère d’égâlité. Donc, etc. 

PROPOSITION XI. 

Théorème. Dans un triangle équilatéral , toui les angles 
sont égaux. (Géom. Prop. XX, Cor. V.) 

Réciproque. Si dans un triangle les trois angles sont égaux, 
ce triangle est équilatéral. 

^ ' En effet, puisque C=A, on a AB = BC (Géom. Propo- 
sit. XIII.)-, de lùême, à cause de B=C, on a AC=^B ; 
donc AB=BC = AC. Donc, etc. • . 

PROPOSITION XII. ' 

Théorème. L'angle extérieur d’un triangle est égal à la 
somme des deux inténêurs opposés. (Géom. Prop. XX, Cor. YI.) 

Réciproque. Si un angle situé hors d'un triangle, a pour 
côté l’un de ceux du triangle, et s'il vaut la somme des deux 
angles intérieurs , l'un adjacent, l'autre*opposé à ce côté, il 
aura pour second côté le prolongement du côté adjacent à ruh ^ 
des angles et opposé à Vaiitre , c’est-à-dire qu’il sera exté- 
rieur au triangle. , 

Car, là somme ACB B -f- A étant égale à deux angles 
droits, il en 'est de même dé la somme BCD-f-BCA; donc 
la ligne ACD est droite. Donc, etc. 

» 

PROPOSITION XÏII. * * 

Théorème. Deux parallèles sont partout’ également dis- 
tantes. (Géom. Prop. XXyiI.) ^ 

Réciproque. Si deux lignes sont pàrtout égcüiment dii— 
fautes, elles sont parallèles. 
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Car, soi«nt AB , CD deux lignes partout également dis- 
tantes, c'est-à-dire, soit PQ = RS, PQ et RS étant deux Fig. 8. 
perpendiculaires abaissées de deux points quelconques P et R 
de AB sur CD à menons la ligne QR ; les triangles PQR , 

QRS sont égaux ; donc l’angle' PRQ =RQS; ^onc les droites 
AB, CD sont parallèles. Donc, etc. 

PROPOSITION XIV. 

* 

Théorème. Les câtét et les ùngles opposés d’un parallélo- 
gramme, sont égaux. (Géom. Prop. ^PUX, Théor. ) 

Réciproque. Si , dans un quadrilatère, les cMés et les angles 
opposés sont égaux, cette Jtgure est un parallélogramme. 

1 ° Les côtés opposés étant égaux, les deux triangles CDB, 

BDA sont égaux; donc les angles CBD et BDA sont égaux, et 
BC est parallèle à DA ; qp démontrerait de même que AB et 
DC sont parallèles. , 

a° Soit ABCD un quadrilatère dans lequel on ait l'angle 
A=C, et l’angle B=D; on aura conséquemment A+B^C+D. Fig. g. 
La somme des angles intérieurs, d’Un quadrilatère étant égale à 
quatre droits , la somme A -}• B est égale à deux angles droits; 

donc les lignes BC , AD sont pareilles. On a aussi 

A+D=B-f-C; donc les lignes AB, DC sont parallèles; 
donc ABCD est un parallélogramme. Donc, etc. 

PROPOSITION XV. 

Théorème. Dans tout parallélogramme , les deux diago~ 
nales se coupent mutuellement en deux parties égales. (Géom. 

Prop. XXXII, Théor.) 

Réciproque. Si dans un quadrilatère les diagonales se 
coupent mutuellement en parties égales, cette figure est un 
parallélogramme. 

Soit ABCD un quadrilatère dont les diagonales AC , BD Fig. g. 
se coupent de manière qu'on aft AO = OC , BO = OD : les 
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triangles égaux AOD , BOC donnent AD = BC. Pareillement 

AB=CD; dune la figure ABCD est un parallélogramme. 

• Donc, etc.. 

PROPOSITION XVf.‘ 

Fij: 10 Théorème. Dans tout losange, les diagonales se coupent 
i mutuellement en parties égales et à angles droits. (Géom. 

. Prop. XXXII, Schol.) 

Réciproque. Si les deux diagonales AC, BD dun qua- 
drilatère ABCD se coupent mutuellement en parties égales et 
à angles droits , ce quadrilatère sera un losange. ^ 

Par la première condition de l’énoncé , la figure ABCD est 
un parallélogramme : or , en vertu de la seconde , les triangles 
AOB, BOC sont égaux et donnent AB=BC', donc 
AB = BC = CD = AD. Donc, etc. 

Remarques. 

Les Propositions I, VÏII, XV. IX, XX, XXI, XXII, 
XXVIII n’admettent pas de réciproques. La réciproque du 
Coroll. IV, Prop. XX, est évidente. 


j 




1 

' . , i 
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LIVRE SECOND. 


PROPOSITION PREMIÈRE. 


TThéORÈME. Tout ^amètre divise le cercle et sa circonfé- 
rence en deux parties égales. (Géom. Liv. II , Prop. 1.) 

^ Réciproque. Si une circonférence est divisée en deux par- 
Ties égales , la droite qui opère cette division est un diamètre. 

Soit AMBN une circonférence divisée aux points A et B Fig. n. 
en deux parties égales : si le centre n’eUpas sur la ligne AB , 
menons le diamètre AQ : en vertu de la directe , AMQ serait 
une demi-circonférence ; donc la partie AMQ serait égale au 
tout AMB, ce qui est absurde; donc AB est un diamètre. 

Donc, etc. 

PROPOSITION II. 

Théorème. Toute corde est plus petite que le diamètre. 
(Géom. Prop. II.) 

Réciproque. Le diamètre est la plus grande de toutes les 
cordes. » 

Car, soit AB la plus grande de toutes les cordes : si le 
centre O était hors de cette droite , par exemple , sur •^Q > Fig. it. 
le diamètre AQ serait plus grand que la corde AB. Donc;, etc. 

PROPOSITION III. 

Théorème. Le rcyon perpendiculaire à une corde , divise 
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, 'cette corde et tare soutendu, chacun en deux, parties égalest 
(Géom. Prop. VI , Théw.) 

Réciproque. Si une ligne divise une corde et tare souten- 
dn, chacun en deux parties égales, cette ligne est un rayon 
perpendiculaire à la corde. 

Car elle a deux de ses points communs au rayon perpendi- 
culaire sur le milieu de la corde. Donc, etc. 

PROPOSITION IV. 

Théorème. Deux cordes égales Sont également éloignées du 
centre. (Géom. Prop. VIII, i“.) 

Réciproque. Si deux cordes sont également éloignées du 
centre, elles sont égales. 

P'S- > 2 . Soit la droite OP perpendiculaire à la corde AB, égale à 
OQ perpendiculaire à la corde CD : les triangles rectangle^ 
et égaux OPA, OQC donnent APsfcCiJ; donc 3 AP ou 
AB=i3CQ Ou CD. Donc, etc. 

• • 

. PROPOSITION V. 

! Théorème. De deux cordes inégales, la plus petite est la 
plus éloignée du centre. {Ibid. s°.) , 

Réciproque. Dedeuxeordes inégalement éloignées du centre, 
la plus éloignée est la pins petite. 

Car , si la corde AB , plus éloignée du centre que ne l’est 
Ce, était égale à la corde CE, ces deux cordes seraient 
égalem{[nt éloignées du centre , ce qui est Contfô l'hypothèsè. 

Si la première corde AB était plus grande que CE , la corda 
AB serait moins éloignée du centre que CE, ce qui est encore 
contre l’hypothèse ; donC on a AB < CE. Douo , etc. 

PROPOSITION VI. 

Théorème. La perpendiculaire menéeà lextrêmitédu rayon, 
est tangente à la citconférence. (Géom. Prop. IX, Théor.) 

Réciproque. Toute tangente à la circonférence est perpen- 
diculaire à C extrémité du rayon mené au point de contact. 


Fl 


g. 13. 
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Soit A le point de contact d’une tangente BD j menons le Fi*. i 3 . 
rayon OA; je dis que BD sera perpendiculaire à OA. Car, 
dans le cas contraire , abaissons du centre O sur BD la per- 
pendiculaire OC : cette ligne serait plus courte que le rayon 
OA ; donc le point C serait intérieur au cercle , et BD serait 
une sécante, ce qui est contre l’hypothèse. Donc, etc. 

Corollaire J. Donc la perpendiculaire abaissée du, centre 
sur la tangente , aboutit au point de contact. 

Corollaire II. La perpendiculaire à la tangente , élevée au 
point de contact, passe par le centre. 

PROPOSITION VII. \ 

Théorème. Deux parallèles interceptent sixr la circonférence 
des arcs égaux. (Géom. Prop. X.) 

Réciproque. Si deux droites interceptent sur la circorférence 
des arcs égaux , elles sont parallèles. 

Car, 1®. si les lignes AB, CD sont des sécantes , menons pip. 
le rayon OM perpendiculaire à AB ; l’arc HM sera égal à, 

l’arc MK. Par hypothèse , arc GH = arc Kl ; donc 

arc GM = arc MI ; donc OM est , en même temps , perpen- 
diculaire à CD. Donc les sécantes AB , CD sont parallèles. 

Donc , etc. • 

2®. Si AB est une tangente, et CD une sécante, on a, 30. 
d’après l’énoncé, arc MG = arc MH ; menons le rayon OM 
au point de contact M ; la tangente AB et la sécante CD 
seront perpendiculaires à cette droite OM , et conséquem- 
ment parallèles. Donc, etc. 

3 ®. Si AB et CD sont deux tangehtes , on a , d’après l’é- 3». 
noncé arc MPN = arc MQN , donc MN est un diamètre ; 
donc les tangentes AB, CD sont parallèles. Donc, etc. 

PROPOSITION VIII. 

Théorème. Si deux circonférences se coupent en deux points, 
la droite qui passe par leurs tentres sera perpendiculaire à la 


i 
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carde qui joint les points d’intersection , et la divisera en 
deux parties égales. (Géom. Prop. XI.) 

Réciproque. La perpendiculaire sur le milieui de la droi(e 
qui joint les points d’intersection de deux circonférences, passe 
par les centres. 

Car la* droite qui joint les points d’intersection, est une 
corde commune aux deux cercles. Donc,^etc. 

f 

, PROPOSITION IX. 

Théorème. Tout angle se mesure par l’arc décrit de son 
sommet comme centre. (Géom. Prop. XVII , Cor.) 

Réciproque. Si un angle a pour mesure tare compris entre 
ses côtés , son sommet est le centre de cet arc. 
fig. i5. Cette réciproque n’est pas vraie. En effet, soit AOB un 
angle au centre ayant pour mesure l'arc ANB ; par A, O et 
B faisons passer une circonférence AOBM; d’un point 
quelconque C, menons CA, CB; les angles AOB, ACB ins- 
crits dans la circonférence AOBM et s'appuyant sur le même 

arc , auront tous deux pour mesure ^^^^;donc ACB=AOB; 

or AOB a pour mesure l’arc ANB donc ACB aura la même 
mesure. D|^c, etc. 

PROPOSITION X. 

Théorème. L’angle inscrit a pour mesure la moitié de l’arc 
compris entre ses côtés. ( Géom. Prop. XVIlt , Théor.) 

Réciproque. Si un angle a pour mesure la moitié de l’arc 
compris entre ses côtés , il a son sommet à la circonférence , 
c’est-à-dire qu’il est inscrit. 

. Lemme I. Tout angle dont le sommet est entre le centre et 
la circonférence , a pour mesure la moitié de tare compris 
entre ses côtés, plus la moitié de tare compris entre ces mêmes 
côtés prolongés. 

Fig. i6. En effet, prolongeons les côtés AB, CB de l’angle ABC 
jusqu’à ce qu’ik rencontrent la circonférence aux points D, 
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E; menons DF parallèle à BC. L’angle ADF sera égal à 
Fangle ABC t or ^ en vertu de la directe , 

*' ADF = ï ACF r= V AC + i CF = î AC + 5 DE ; 

donc ABC =4 AC + i DE. Donc , etc. 

Lemme II. Tout angle dont le sommet est hors du cercle, 
a pour mesure la différence des deux arcs compris entre ses 

cotés. , ■ 

Car, menons EG parallèle^ àBA ; l’angle *^'S- 

« 

CEG = i AC— iAG =i AC— iEF: 

or ABC = GEC; donc ABC = iAC — |EF. Donc, etc. 

Il résulte d^e ces deux propositions , que le sommet B de 
l’angle ABC ayant pour mesure la moitié de l’arc AC com- F‘g- « 8 . 
pris entre ses côtés , ne peut être que sur la circonferençp 
dont l’arc AC fait partie. Donc, etc. 

PROPOSITION XI. 

Théorème. Les angles opposés d'un quadrilatère inscrit, 
valent ensemble deux angles droits. (Géom. Prop. XVIII , 

Cor. IV.) 

Réciproque. Si les angles opposés d’un quadrilatère , 'valent 
en somme deux angle.s droits, ce quadrilatère est inscriptible. 

En effet , soit ABCD un quadrilatère dont les angles op- Dg- ig- 
posés B et D vaillent deux angles droits. Par les trois points 
A, B, C, faisons passer i^ne circonférence : si le point D 
pouvait n’ètre pas situé .sur cette circonférence, il tomberait 
au-dedans ou au-dehors. Mais, dans le premier cas, la somme 
des apgles B et D vaudrait plus de deux angles droits , ce 
‘qui est contre l’hypothèse. Dans le second cas, cette somme 
serait moindre que deux angles droits, ce qui est encore 
contre l’hypothèse ; donc le point D est sur la circonférence. 

Donc, etc. 
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^ réciproques. 

Remarques. 

I. La plus légère attention suffit pour faire apercevoir les 
réciproques des propositions VU et XII. 

II. Le corollaire de la proposition XIV démontre les ré- 
ciproques des théorèmes des propositions XIII et XIV. 

III. Les propositions III et XIX n’admettent pas de réci- 

proques. * 




I 


* 
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LIVRE TROISIÈME. 


PROPOSITION PREMIÈRE. 

*ThÉORÈME. Les parallélogrammes qui ont des bases égales 
et des hauteurs égales, sont equivaiens. (Géom. Liv. lU , 

Prop. I, Theor.) 

Réciproque. Si deux parallélogrammes sont équivalens , ils 
auront des bases et des hauteurs égales. 

Cette réciproque n’a pas lieu. En effet, soit ABCD un lig. ao. 
parallélogramme ; si on construit -le parallélogramme AEFG 
de manière que sa base AE = m.AB, et qu'au contraire sa 

hauteur ftR = ^ KK' , m étant tfn nombre quelconque ; je 

dis que ce parallélogramme est équivalent à ABCO; car 
AEHD , d’après la construction , renfermera m parallélo- 
grammes égaux à ABCD ; la même figure AEHD contiendra 

m parallélogrammes égaux à AEFG , puisque AG = ^ AD , 

à cause de KA = — KK' ; donc AEfG = ABCD. Donc , etc 
m 

Corollaire. Si on mène AF, le triangle AFE sera moitié Fig. ao. 
” de AEFG, et par conséquent moitié aussi du parallélogramme 
ABCD , ce qui prouve la fausseté de la réciproque de la Pro- 
posit. II, Théor. 


.V 


iG 


RÉCIPROQUES. 


PROPOSITION II. 

Théorème. Deux rettangles de même hauteur, sont entre 
eux comme. leurs bases. (Géom. Prop. III.) 

Réciproque. Si deux rectangles sont entre eux comme leurs 
bases, ils ont même hauteur. 

JJ Soient ABCD , EFGH deux rectangles tels que l’on ait 
AfiÇD : EFGH :: AB : EF; 

je dis que la hauteur AD du premier est égale à la hauteur 
EH du second. Car si EH est plus grand que AD , prenons 
EK. = AD, et menons RI parallèlement à ’EF. On aurait, en 
vertu de la directe , 

. ABCD : EFIK :: AB : EF; ,4 

de cette proportion et de la précédente, on déduirait 

ABCD ; ABCD :: EFGH : EFIK, 

« 

' ce qui est absurde ; donc EH ne peut être plus grand que AD. 

Un raisonnement absolument semblable démontrerait que EH 
ne peut être plus petit que AD; donc EH = AD. Donc, etc. 

, PROPOSITION III. 

t 

Théorème. Le quarré fait sur l'hypoténuse d’un triangle 
1 rectangle , est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés. (Géom. Prop. XI , Théor.) ' 

Réciproque. Si dans un triangle, le quarré fait sur un des 
côtés , est égal à la somme des quarrés faits sur les deux autres 
côtés , l’angle opposé ' à ce côté est droit., 

33, Soit ABC un triangle dans lequel on ait AC =AB -f»BC ; * 
je dis que l’angle ABC est droit. .En éifet, au point B me- 
nons BD perpendiculaire à BC et égal à AB ; joignons CD. 
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Le triangle CBD étant rectangle en B , donne 

CD =. Bo'-f- BC"= ÂB‘-f- BC*: 

or , par h)rpothèse , AC = AB + BC ; donc AC = CD , 
d’où AC = CD. Le» triangles ABC , CBD égaux , comme 
ayant tous les côtés égaux chacun à chacun^ donnent l’angle 
ABC r=CBD ; donc l’angle ABC est droit. Donc, etc. 

On peut encore parvenir à la même conclusion de la ma- 
nière suivante : si AB n’est pas perpendiculaire à BC , me- ^3 
nons la ligne BD qui soit telle. Ayant pris BD = AB, joi- 
gnons CD : on aura 

CD*= BD*.-f- BC'= ÂB*-f- BC.‘ 

Or , par hypothèse , AC = AB -f- BC ; on conclurait dond 

AC = CD , ou AC = DC , ce qui est ab.mrde ( Géom. 

Liv. I , Prop. X.) : donc l’angle ABC est droit. 

PROPOSITION! V. 


Théorème. Le quarré fait sur la diagonale cTun quarré 
est double du quarré fait sur le côté. (Géom. Prop. XI, 

Cor. II.) 

Réciproque. Si dans un quadrilatère, le quarré de la dia- 
gonale est double du quarré d'un des côtés , ce quadrilatère 
est un quarré. 

La réciproque énoncée de cette manière n’a pas lieu, puis- 
qu’en faisant le triangle ABC rectangle isoscèle , on satisfait à 
la condition énoncée , et cependant les deux autres côtés AD Fig. 34. 
et DC restent absolument arbitraires de grandeur et de po- 
sition. 

Le contraire a lieu, si on l’énonce ainsi: 

• Si dans un quadrilatère le quarré d’une diagonale est double 
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du quarré d'un côté quelconque , ce quadrilatère est un 
quarrê. 

i'ig. a5. Car, si l’on a AC = sAB , AC = aBC , AC = aCU , 
AC = aAD , on conclut AB=BC = CD = DA; donc 

—^1 — ï X 

ABCD est un rhombe : or on a AC = AB + BC ; donc 
(Prop. III.) l’angle B est droit, et il en est de même de l’angle 
D : donc ABCD est un quarré. Donc etc. 


PROPOSITION V. 

Théorème. Le quarré de ^hypoténuse est au quarré d’un 
des côtés de t angle droit, comme C hypoténuse est au seg- 
ment adjacent à ce côté , et déterminé par une perpendiculaire 
abaissée du sommet de l’angle droit. (Géom. Proposit. XI, 
Cor. III.) 

Fig. 26. Réciproque. Si dans un triangle ABC , le quarré du plus 
grand des côtés AC, est au quarré d’un autre côté AB , 
comme AC est au segment AB adjacent à AB et déterminé 
par la perpendiculaire BD , l angle ABC est droit. 

Nous donnerons deux démonstrations de cette proposition 
inverse. 

Soit donc AC : AB ; : AC : AD : si l’angle ABC n’est pas 
droit, menons au point B la ligne BK. qui fasse avec BA l’angle 
droit ABK. On aurait, en vertu de la directe , 


d’où 


AK : AB :: ak : ad. 


AB AB 

AD = — X AK = 

AK 


Or, d’après l’énoncé réciproque. 


AB AB 

AD = -rzrr X AC = 


AC 


AC ' 
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en égalant les deux valeurs de AD , on aurait 

ouAK = AC. 

ce qui est absurde : donc l'angle ABC est droit. Donc , etc, 
Autrement , on a , d'après l’énoncé réciproque , les deux 
proportions 

Âc': Âb‘ ac : AD 
Âc' : Bc’ :: ac : dc, 

qui deviennent 

Âc': AC ;; âb‘: ad 
ac' : ac :: bc': dc -, 

d’oi r ’on déduit cette suite de rapports égaux 

Âc*: AC :: âb': ad bc'; dc 

qui donne 

Âc'+ ÂB + BC : AC + AD -f DC :: Âc ; AC 

ou AC : i 

Faisant le produit des extrêmes et celui des moyens, et les 
égalant , on trouvera 

S 

Âc'+ Âb'+ BC = Âc'+ AD X AC -f DC X AC ; 

— 1 

effaçant de part et d’autre AC , puis remplaçant AD par 
AC — DC , on obtiendra 

AB*+ BC'= Âc! 

D’où l’on conclut que le triangle qui jouit de la propriété 
énoncée , est rectangle. 
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PROPOSITION VI. 

) 

Théorème. Les qùarrés des deux côtés de l'angle droit sont 
entre eux, comme les segmens de l’hypoténuse , adjacens à ces 
côtés. (Géom. Propt XI, Cor. IV.) 

Réciproljue. Si dans un triangle , les quarrés des deux côtés 
sont entre eux , comme les segmens du troisième côté , déter- 
minés par une perpendiculaire à ce côté , abaissée du sommet 
opposé, ce triangle sera rectangle. 

Cette proposition inverse n’est pas vraie. En effet, soit 
ABC un triangle rectangle : on aura , diaprés la directe , 

. a;. AB : AC BD ; DC -, or prenons DC' = DC , AC' sera 

égale à AC. Donc on aura encore AB : AC' BD : DC' ; 
mais le triangle BAC était rectangle , donc BAC' ne l’est pas. 
Donc , etc. La proposition directe est également vraie dans 
un triangle isoscèle non rectangle , comme on peut facilement 
a’en assurer. 

V 

PROPOSITION VII. 

Théorème. Dans un triangle ABC, si l’angle C est aigu , 
le quarré du côté opposé est plus petit que la somme des 
quarrés des côtés qui comprennent l’angle C, et, si l’on abaisse 
AD perpendiculaire sur BC , la différence sera égale au double 

du rectangle BC X CD ; de sorte qu'on a AB z=AC-{-BC 
— uBC X CD. (Géom. Prop. XII. ) 

Réciproque. Si, dans Un triangle ABC, en abaissant la 
*®‘ perpendiculaire AD d'une extrémité du côté opposé , on a 

AB = AC + BC — uBC X CD, l’angle C est aigu. 

Lemme. Dans un triangle qui a un angle obtus, le quarré 
du côté opposé à cet angle , est plus grand que la somme des 
quarrés des deux autres côtés. 
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En effet , soit ACB un triangle dans lequel l’angle BAC soit 
obtus j je dis que l’on aura 

BC‘> Âb‘+ Âc" 

Car, au point A élevons AD perpendiculaire à AB, prenons 
AD = AC, et joignons BD : dans le triangle rectangle ABD , 
ou a 

BD*= Âb'+ Âd’ = ÂB -j- ÂE 

Or de la considération des triangles BAC , BAD , il résulte 
BC > BD, ou BCV BD*; donc BC‘> ÂB*+ Xc. 

Occupons-nous maintenant de la démonstration de la réci- Fig. 99. 
proque énoncée ci-dessus. La considération de la grandeur 
déterminée du double rectangle sBC X CD étant inutile , 
nous nous contenterons de regarder ce double rectangle comme 
une quantité soustractive quelconque. Cela posé , soit donc 

ÂB* < ÂC* -H BC* 

si l'angle C pouvait être droit , on aurait AB = AC -f- BC , 
ce qui est contre l’hypothèse ; s’il pouvait être obtus , on 
aurait, d’après le lemme précédent, 

' — — * — » 

AB > AC -{- BC : 

donc l’angle est aigu. Donc, etc. 1; 

PROPOiyTION VIII. ' 

Théorème. Dans un triangle quelconque ABC , si on mène y 3,^ 
du sommet au milieu de la base, la ligne AE , on aura ^ 

Yb + ÂC= YÏE + zBE. 


(Géom. Prop. XIV, Théor.) 
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' Réciproque. Si on a AB + AC=x ^AE aBE, le point 
E est le milieu de la base du triangle BAC. 

Cette proposition inverse n’est pas vraie. En effet , menons 
AM perpendiculaire sur la base BC , et prenons C'M=CM, 

on aura AC' = AC , ou AC = AC ; donc 

Âb’+ ÂC*= ÂB -f ÂC*=: 2AËV 2BË! 

Donc le triangle ABC' ainsi déterminé , jouit de la propriété 
énoncée , sans que sa base BC' soit divisée en deux parties 
égales au point E. 

On voit qu’en prenant MA' = MA , en aura de même 
A'B = AB , et par conséquent la même propriété satisfait 
encore au triangle CA'B, sans que BJD soit même dans l’in- 
térieur du triangle. 

PROPOSITION IX. 

Théorème. Dans tout parallélogramme , la somme des 
quarrés des côtés , est égale à la somme des quarrés des diago- 
nales, (Géom. Jbid. Cor.) 

I. Réciproque. Si , dans un quadrilatère , la somme des 
quarrés des côtés est égale à la somme des quarrés des dia-r 
gonales, ce quadrilatère est un parallélogramme! 

Nous démontrerons, d’après Euler, que la somme des 
quarrés des quatre côtés d'un quadrilatère, excède celle des 
quarrés des diagonales de quatre fois la ligne qui joint les 
' milieux de ces diagonales ; d’où il s’ensuivra que la première 
propriété caractérise le parallélogramme, et ne caractérise 
que lui. 

Soit ABCD un quadrilatère quelconque ; soient M et N les 
milieux de ses diagonales. Menons les droites BM, DM les 
triangles ABC , ACD donneront 

Âb'-1- Bc'= 2ÂM*-f- nBM* 
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et 

DG +'ÂD = 2AM + 2Dftï* 

Ajoutant membre à membre ces deux égalités, on trouvera 

ÂB*+ BC*+ CD*+ 4ÂM*+ 2BM”+ 2DM* 

= AC^ + 2BM"+ 2Dm! 

Joignons MN ; le triangle BMD donnant BM + MD = 
2 BN -f* sMN, il viendra 

ÂB + BC’+ œ + DÂ = ÂC 4- 2 (qBN + 2MN ) 
ou 

ÂB + BC V^ -4- DÂ = ÂC*+ BD*-f- 4MN. 

On voit par la dernière égalité , que la somme des quarrés 
des quatre côtés d’un quadrilatère , excède celle des quarrés 
des diagonales , de quatre fois le quarré de la ligne qui joint 
les milieux de ces . diagonales , ce qui démontre la réci- 
proque mentionnée. 

Ce que nous venons de démontrer est encore vrai pour le 
cas où l’une des diagonales couperait l’autre en son milieu. 

PROPOSITION X. 

Théorème. La ligne qui divise un des angles <Tun triangle 
en deux parties égales , divise le côté opposé en deux segmens 
proportionnels aux côtés adjacens. ( Géom. Prop. XVII.) 

Réciproque. Si un côtéBC d'un triangle quelconque BAC, 
est divisé au point E en deux parties BE , EC proportion- 
nelles aux côtés adjacens AB, AC , de sorte que lion ait Fif(. 
BE EC ;; AB : AC; je dis que la ligne BE divise l’angle 
BAC en deux parties égales. 


24 RÉCIPROQUES. 

En elTet , si la ligne AE ne divise pas l’angle BAC,en deux 
parties égales , soit AK la ligne qui opère cette division : on 
aurait , en vertu de la directe , BK : KC " AB ; AC : or, par 
hypothèse , BE ; EC y. AB* AC; donc il viendrait BE : BK ■ 

EC : KC , proportion impossible, parce que le premier an- 
técédent étant plus grand que son conséquent , le second antécé- 
dent est, au contraire, plus petit que son conséquent. Donc la 
ligne AC divise l'angle BAC en deux parties égales. Donc, etc. 

On peut parvenir d’une manière directe à la démonstration 
32 de la même réciproque. SoitBE ; EC :: AB l AC ; prolongeons 
BA, et prenons AD = AC; joignons CD : cette droite sera 
parallèle à AE, puisque l’on a 

BE ; EC :: ba ; AD. 

De là il suit que l'angle BAE = ADC = ACD = EAC ; donc 
BAE = EAC. Donc, etc. 

PROPOSITION XI. , 

Théorème. Les lignes menées comme on voudra par le 
sommet d’un triangle , divisent la base de ce triangle et toute 
ligne qui lui est parallèle, en parties proportionnelles, ( Géom. 
Prop. XXII, Théor.) ^ 

Réciproque. Si, du sommet B d’un triangle quelconqueAB, 
on mène à la base A C plusieurs droites BK , BL , BM qui 
coupent cette ligne et une autre droite DE , en parties pro- 
portionnelles, de manière que F on ait AK\DI\‘,KL'IG’,’.etc . , 

^ je dis que DE est parallèle à AC. 

Car si la droite DE n’est pas parallèle à AC , menons DR pa- 
rallèle à AC; on aurait, en vértu de la direote , AK:DO“KL 
: OP etc. De cette proportion et de l’hypothèse, on déduirait 

DI : DO IG : OP :: etc. ; 

d’où l’on conclurait (Géom. Liv. III. Prop. XVI) que la droite 
BK est parallèle à BL , ce qui est absurde ; donc la droite DE 
est parallèle à AC. Donc , etc. 
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PROPOSITION XII. 


Théorème. Si du sommet de l'angle droit d'un triangle rec- 
tangle , on_ abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse , les 
deux triangles partiels sont semblables entre eux et au triangle 
total. (Géom. Prop. XXIII. Théor. i“.) 

Réciproque. Si la perpendiculaire abaissée du sommet d^un 
triangle sur la base , divise ce triangle en deux triangles par- 
tiels semblables entre eux et au triangle total , le triangle total . 
est rectangle. 

En effet, t°. si les triangles ABD, DBG sont semblables, pjg 
et que l’angle A soit égal à l’angle DBG , l’angle G sera égal 
à l’angle DBA ; donc la somme des angles A , G , sera 
égale à ABG ; donc A+C-f-ABG=2ABG, et conséquemment 
iVngle ABG est droit. 

a*. Si l’on supposait l’angle A = G, le triangle ABG serait 
isoscèle; les triangles partiels ABD, DBG qui lui sont sem- 
blables , seraient aussi isoscèles : la conclusion serait donc la 
même. 

Il est visible qu’on ne peut faire l’hypothèse A = BDG , 
puisqu’ alors AB serait parallèle à BD. 

PROPOSITION XIII. 

Théorème. Si di» sommet d'un triangle rectangle , on abaisse 
une perpendiculaire sur l’hypoténuse , chaque côté' de l’angle 
droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse et le segment 
adjacent. (Géom. Jbid. a®.) 

Réciproque. Si du sommet B d'un triangle , on abaisse une. 
perpendiculaire sur la base , et que chacun des côtés adjacens 
au sommet D , soit mcyen proportionnel entre la base et le seg- 
ment contigu au côté , le triangle sera rectangle en B. 

De la proportion AD ; AB ;t AB : AG , on conclut que les 
triangles ABG , ABD qui ont l’angle A commun , sont sera- y jg 


aS RÉCIPROQUES. 

blables ; donc , en vertu de la réciproque précédente , l’angle 

ABC est droit. 

La même conclusion, se déduirait de la proportion 

CD : CB :: cb ; ca. 

Donc, etc. 

PROPOSITION XIV. 

Théorème. Si du sommet de l’angle droit d’un triangle rec- 
tangle , on abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse ; cette 
perpendiculaire est moyenne proportionnelle entré les deux seg- 
znens de l’hypoténuse. (Géom. Prop. XXIII, Théor. 3 “.) 

Fig. 26. Réciproque. Si la perpendiculaire BD abaissée du sommet 
d’un triangle ABC sur la base AC , est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segmens AD et CD de la base, le 
triangle ABC est rectangle en B. 

On a en même temps 

BD*=AD.DC, Bd'=Âb‘— Âd’, Bd"=BC — DC*: 

donc ^ 

ÂD.DC = Âb'— ÂD*, AD.DC = BC — DC, 

d’où résultent ces égalités 

AD.AC = Âb\ DC.AC=dBC‘, 

dont l’addition donne 

Âc=. âb’-i- BC* 

donc le triangle ABC est rectangle en B. Donc etc. 

PROPOSITION XV. 

Théorème. Deux triangles qui ont un angle égal sont entre 
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LIYRE III. 

eux comme les rectangles des côtés qui comprennent ü angle 
égal. (Céom. Prop. XXIV. Thuor.) 

Réciproque. Si deux triangles sont entre eux comme les 
rectangles de deux de leurs côtés , les angles compris par les 
côtés sont égaux. 

Cette proposition n’est pas vraie : car soient ABC , DBE F'g- 34- 
deux triangles tels que l’on ait 

ABC : DBE :: ba x bc : bd x be. 

Prolongeons AB, et prenons BK = BD : le rectangle BE X BK. 
sera égal au rectangle BD X BE , et l’on aura 

ABC : ebk :: ba x bc : be x bk.. 

Donc la réciproque n’a pas lieu en général ; mais remarquons 
que si l’angle ABC était droit, l’angle EBK. lui serait égal, 
et alors la réciproque serait vraie. 

PROPOSITION XVI. 

Théorème. Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les quarrés de leurs côtés homologues. (Géom. Prop. XXV.) 

Réciproque. Si deux triangles sont entre eux comme les 
quarrés de leurs côtés respectifs , ils sont semblables. 

Soient ABC, DEF, deux triangles telâ qu’on ait Fig. 35. 

ABC : DEF :: ÂB ; DÊ" 

ABC : DEF ac’': df" 

ABC : DEF bc' : ËF* 

De ces proportions on déduit 


* ' I 
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d’où 

AB : DE :♦ AC : df :: bc : ef. 

Donc les triangles ABC, DEF sont semblables. Donc, ^c. 
PROPOSITION XVII. 

Théorème. Les contaiirs des polygones semblables sont entre 
eux comme les côtés homologues. ( Géom. Prop. XXYII. 
Théor.) . 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont comme 
leurs côtés homologues , ces polygones sont semblables. 

Cette réciproque n’a pas lieu. Pour le démontrer , soient 
Fig. 36. P et Q deux polygones dont les contours soient entre eux 
comme les côtés , c’est-à-dire , tels que l’on ait 

ABCDE : abcde :: AB t ah 
ABCDE : abcde BC : bc 
ABCDE : abcde :: CD : cd, 

et ainsi de suite. 

Toutes ces donnée* se réduisent évidemment à celles-ci : 

AB ; ab :: BC : bc :: CD : cd, etc. : 

or divisons les côtés du polygone ABCDE en deux parties égales, 
et soit , par exemple , F le milieu de BC. Faisons l’angle FCI non 
égal à BCD ; prenons CI = i DC , et par le point F menons une 
droite de direction telle qu’en prenant FG=iAB, on ait 
GI<; i AE + î DE. Cette condition étant remplie , des points 
- G et I comme centres avec des rayons égaux à | AE et 5 DE, . 
on décrira deux arcs qui se couperont en H ; le polygone 
CFGHI aura ses côtés proportionnels à ceux du premier poly- 
gone , et ne lui sera pas semblable ; puisqu il y a , d après sa 
construction , deux angles inégaux compris entre des côtés 
proportionnels. Donc, etc. 
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PROPOSITION XVIII. 

Théorème. Læs surfaces des polygones semblables sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues. (Géom. Prop. 

XXVII. Théor. a».) 

Réciproque. Si la surface de deux polygones sont entre 1 
elles comme les quarrés des côtés homologues , ces polygones 
sont semblables. 

Cette proposition inverse n’est pas vraie. En effet , soient 3g 
P et Q ces deux polygones , on aura 

P : Q :: ab‘: âb, 

P : Q Bc‘; 

P : Q :: CD : Jd* 
etc. 

On déduit de là ' ■ 

AB : ab :: BC : bc :: CD : ccL y, etc.; 
c’est-à-dire , 

AB : ab :: BC : bc :: CD : cd :: etc. -, 

ce qui ne suffit pas , ainsi qu’on l’a démontré dans la pro- 
position précédente , pour établir la similitude entre les poly- 
gones. Donc , etc. 

PROPOSITION XIX. 

Théorème. Si sur les trois côtés d’un triangle rectangle, 
comme côtés homologues , on construit trois figures sembla- 
bles , celle formée sur l’hypoténuse est équivalente à la somme 
dei deux autres. (Géomét. Prop. XXVII. Cor.) 

Réciproque. Si sur les trois côtés d'un triangle ABC , on Fig. 3jt - 
construit trois figures semblables, et si la figure formée sur 
le plus grand côté , est équivalente à la somme des deux au- 
, très, l'angle du triangle, opposé c ce côté, est droit. 
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En elFet, soient P, Q, R les trois figures semblables dont 
il s agit. Si l’on a Pr=Q-f-R, je dis que l’angle ABC est 
droit. Car , en vertu de l’énoncé , on a 

P : Âc* :: Q : Bc* :: R : 

d’où 

P ; Q 4 . R ;; ÂC' : Bc‘+ AB*: 

donc AC = BC + AB ; et conséquemment ( Prop. III.) 
l’angle ABC est droit. Donc, etc. 

PROPOSITION XX. 

Théorème. Les parties des deux cordes qui se coupent dans 
le cercle , sont réciproquement proportionnelles. (Géomét. 
Prop. XXVIII, Théor.) 

Réciproque. Si deux droites se coupent en parties récipro~ 
quement proportionnelles , leurs extrémités sont sur une même 
circonférence. * 

Tig. 38. Car soient AB , CD deux droites qui se coupent de manière 
qu’on ait 

AI : IC :: ID : ib. 

Si la circonférence qui passe par les trois points A , C , B 
ne passait pas par le point D, elle couperait la ligne CD , ou 
son prolongement en un point K tel que l’on aurait 

AI : IC ir : ib. 

■ De cette proportion et de l’hypothèse , on déduirait IR = ID : 
ce qui est absurde. Donc, etc. 

PROPOSITION XXI. 

Théorème. Si, d'un même point pris hors d'un cercle , on 
mène deux sécantes terminées à Varc concave^ les sécantes 
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ëntières sont réciproquement proportionnelles à leurs parties 
extérieures. (Géom. Prop. XXIX, Théor.) 

Réciproque. Si deux droites partant d'un même point , sont 
divisées en parties qui leur soient réciproquement proportion- 
nelles , les points de division et les extrémités de ces droites 
sont sur une même circonférence. 

Le raisonnement qui démontre la réciproque précédente, 
•'applique exactement à celle-ci. Car, si l’on a 


AB : AC :: ae : ad. 


on ne peut supposer que la circonférence qui passe par les 
trois points D , B , C , ne passe pas par le point E. 


PROPOSITION XXII. 


Théorème. Si d’un point pris hors d'un cercle , on mène 
une tangente et une sécante d ce cercle , la tangente sera 
moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie extérieure. 
(Géom. Prop .XXX.) 

Réciproque. Si de deux droites AB , AC qui partent d’un 
même point A , l’une AB est divisée au point D de manière 

que l'on ait AC ■= AB X AD, je dis que la ligne AC est 
tangente en C à la circonférence qui passe par les trois points 
B,^D, C. 

Car si cette circonférence pourait rencontrer la droite AC 
ou son prolongement, en un second poinf K, on aurait 




AB X AD = AC X AK : 




or 






AB X AD = AC = AC X AC ; 






d’où l’on déduirait AC = AK : ce qui est absurde, Donc, etc. 

Pour démontrer la meme réciproqiiè d’une m.nnière directe , 
menons le rayon OC ; tout se réduit à démontrer que l’angle 
OCA est droit. A cet effet , par le centre O, menons la sé- 
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cante AE : les sécantes AB, AE donnent ^ ■> 


AB X AD = AE X II : 




or, par hypothèse. 




donc 


i't r 

'ti . 


AB X AD AC ; 
AE X AI = AC*, 


■ y- fy-. M ■ 


OU, puisque 

AEr=A0 4-0C, AI = AO — OC, 




M 


on a 


(AO + OC) (AO — OC) = AC, 


ou encore 


d’où l’on tire 


AO — OC = AC , 


l'V.v 

L ' 


AO = AC + oc ; 


donc (Prop. III.) l’angle ACO est droit et AC est une 
tangente à la circonférence qui passe par les trois points B, 
D, C. Donc , etc. • 

PROPOSITION XXIII. 


Fig. 4i. Théorème. Daiis un triangle ABC , si ton divise tangleA 
en deux parties égales par la ligne AD , le rectangle des côtés 
AB ^ AC, est égal au rectangle des segmens BD , DC , plus au 
quarré de la sécante AD (Géom. Prop. XXXI.) 

Réciproque. Si dans un triangle ABC , l'on a \ 


AByé^AC^i BD X DC + AD, 


la ligne AD divisera l'angle BAC en deux parties égales. 
Soit donc ABC un triangle dans lequel on ait 


AB X AC = BD X DC 4- AD. 
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3i 1« ligné AD ne divise pas l’angle A én deux parties égales, 
soit AK la ligne qui opère çette division. En vertu de la dir 
recte, on aura 

AB X AC = BK X KC -Ir Âk\ 
donc on aurait 

BD X DC 4- ÂD*= BK X KG 4- ÂK.‘ 1^ 

Au triangle ABC circonscrivons un cercle qui rencontre en E 
et en F , les droites AD , AK prolongées. Puisque 

BD X DC = AD X DE 

BK X KC = AK X KF , .. 

on aurait, par la substitution -de ces valeqrs dans l’égalité 
précédente ^ ‘ ... 

AD (ED 4- DA) =a AK (KF 4 . AK), . 

« 

c’est-à-dire 

AD .X AE = AK X AF ; 

' donc le quadrilatère EDKF serait inscriptible (Prop. XXI); 
donc la somme des angles opposés FKD , FED serait égalé 
à deux angles droits; donc l’angle AKC serait égal à l'angle 
FED ou FEA ; donc (Liv. II, Prop. X, Lem. I.) l’arc AMC 
serait égal à 1 arc ANB, ce qui n’a lieu que lorsque le triangle 
ABC est isoscele. Donc 1 angle BAC est divisé an denx parties 
égales par la droite AD. Donc , etc. 

Remarques. ‘ ’’ ^ '■ 

3 

• t , 

. I. On reconnaîtra, avec une légère attention, que les pro- 
positions IV , VII ( Théor. ) , VIII (Théor. ) , IX (Théor.) 

X (Théor.), XXI (Théor.) , n’admsttent pas de réciproques* 

3 
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. II. Les -énoncés compris dans le corollaire de la proposi- 
tion V, donnent lieu aux réciproques suivantes : i*. Si deux 
parallélogrammes sont entre eux comme leurs hauteurs , ils ont 
même base; 2°. si deux parallélogrammes sont entre eux comme 
leurs bases , ils ont même hauteur. On s’assurera de la vérité 
de ces deux propositions , par des raisonnemens analogues à 
celui que nous avons employé. (Prop. II.) 

III. La remarque précédente peut être faite relativement 
aux énoncés compris dans le corollaire de la proposition VI. 

tV. Nous nous sommes dispensés de rapporter la réciproque 
de la proposition XIII , parce que la démonstration est la même 
que celle donnée !(Prop,. VII- ) 

V. Le théorème ^e la proposition XXXII n admet pas de 
réciproque -, car, si elle avait lieu, son énoncé serait celui-ci : 
si le rectangle de deux côtés d un triangle est égal au rectangle 
de deux autres lignes , l'une de ces lignes est la hauteur du 
triangle , et l'autre le diamètre du cercle circonscrit. 

Mais si le rectangle de deux éôtés d’un triangle est égal 
au rectangle de deux autres lignes dont l’une soit la hauteur 
du triangle , l’autre sera néces.'airement le diamètre du cercle 
circonscrit. Cette obsetvafion fournit un moyen simple de 
déterminer le diamètre CE du cercle circonscrit à un triangle 
ABC lorsque l’on connmt deux cotés contigus AB, AC et la 
hauteur AD de ce triangle : on n’a besoin pour cela que de 

J ' ’ / , ABX-iVC ' . 

construire Iq ligne représentée par . ■ 


Pareillement , 


AD = 


ABX AC 
CE 



connaît AB , AC CE » trouvera 

-! .-1 1 - J. ■ • 

> • » « . Iv • •- - 

^ y • * ‘ . . ■ . - ^ . t 


VI. Le corollaire de la mêm? proposition n’admet pas de 
réciproque, non plus que le scholie. 

- VU. Nous avons démontré , mais seulement dans 
particuliers , que la réciproque , de la préposition -XXXIH 
navait paa lieu. * ^ ^ . 
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LlYRE QUATRIÈME. 


I • ' \ 

PROPOSITION PREMIÈRE. 


J. HÉORÈME. Tout polynôme régulier peut être inscrit dans le 
cercle, et lui est circonscrit. (Géomét. Prop. II, Liv. IV.) f‘6- 45* 


Réciproque. Si un polygone est en même temps inscriptible 
et circonscriptible , il est régulier. ' “ ' 

Cette proposition inverse n’esf pas généralement vraie, 
puisque le triangle scalène jouit de la propriété énoncée 
(Géom. Prop. VII,^iv. II). Mais la réciproque a lieu lors- 
que les circonférences Sont concentriques. 

En effet, puisque le polygone ABCDEG est inscrit au cercle 
OA , on aura OA = OB = OC = etc D’après la seconde 
condition OM = ON = etc. Donc les cordes AB , BC, etc. 
également distantes du centre, sont égales; donc les:tti«éaglés 
OAB et OBC sont égaux et isoscèles ; par conséquent tu..'. 

angl. OAB == angle OBC ; angl. OAG = angt OBA\,‘ ^ 
d’où U 

OAB-|-OAG = OBC-f OBA, ou GAB = ABC, ■ ' 

' ' ' I •• • ; 

et ainsi de suite. Ce polygone ayant les angles et les côtés , 
égaux , est régulier. Donc , etc. 
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PROPOSITION 


II. 


Théorème. Le côté du quarré inscrit est au rayon comme 
est à i. (Géom. Liv. IV, Prop. III, Schol.) ^ 

Réciproque. Si une corde est au rayon, comme \/a est 
à 1 , cette corde est le côté du quarré inscrit. 

, Car «oit Q cette corde et R le rayon ; on aura 

, . Q : R :: /â : 1. 

Si Q n’était pas le côté du quarré inscrit , en représentant ce 
côté par , on aurait , d après la directe , Q • R .. i ^ 
d’où Q = Q', ce qui est absurde. Donc, etc. 

proposition III. 

Théorème. Le côté du triangle équilatéral inscrit est au 
rayon, comme y/3 est à i. (Géom. Prop. IV , Schol. 

Réciproque. Si une corde est au rayon comme est ai, 
cette corde est k côté du triangle équilatéral inscrit. 

La démonstration de cette réciproqut est la même que 
celle de la précédente. 

proposition IV. ■ 

. ' -, s 

rig. 44- ‘ Problème. Inscrire dans un cercle un décagone régulier. 

Soit AB le côté de ce polygone ; l’angle an centre C vau- 
dra .^ de 4 droits, ou les g d’un angle droit que nous pren- 
drons pour l’unité des angles : A -f- B sera par conséquent 
égal à I ; et comme le triangle ACB est isoscèle , A=| , B — 
En divisant B en deux parties égales par la ligne BM , on 
f formera les triangles isoscèlcs CBM et ABM; le triùngle CB A 

donnera^(Géom. Prop. XVII, Liv. III.) BC I CM .. AB . AM. 
Or BC = AC, CM = BM = AB-, on aura donc AC: CM;: 
CM ; AM , d’où CM > AM ; ainsi le côté AB =: CM du déca- 




‘..igilized by Google 



LIVRE IV. Sy 

goneest égal aa pins grand segment du rayon divisé en moyenne 
et extrême raison. Cette solution est directe et facile à retenir. 

PROPOSITION V. 

i • . 

Théorème. L'aire d’un polygone régulier est égal^ à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit. 
(Géom. Prop. VII, Théor.) 

Réciproque. Si la surface d’un pofygone circonscriptible à 
un cercle , est égale au contour de ce polygone , multiplié par 
la moitié du rayon du cercle inscrit , ce polygone est régulier. 

Cette inverse n’est pas vraie , puisqu’un menant à une cir- 
conférence une suite de tangentes quelconques qui forment 
un polygone qui ne soit pas régulier, sa surface sera égale 
au contour par la moitié du rayon du cercle inscrit. 

PROPOSITION VI. 

Théorème. Les périmètres des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés, sont comme les rayons- des cercles 
inscrit et circonscrit, et leurs surfaces comme les quarrés de 
ces rayons. (Géom. Prop. VIII, Théor.) 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont entre 
eux comme R I et comme r r' ; et leurs surfaces comme /l* 
: R* , et comme r* : i'*, R et r, fi' et l' étant les rayons de cir- 
conférences concentriques , ces polygones sont irucriptibles et 
circonscriptibles aux circonférences décrites avec les rcyons 
R et r, fi' et r*. 

Cette réciproque n'a pas Keu. En effet , on a par l’énoncé 
P : P' R : R' :: r ;y, 

P, P' étant les contours ; donc, en supposant que les deux 
polygones aient même nombre de côtés égaux chacun à chaeun , 
ce qui est l’une des conditioms nécessaires pour leur simili- 
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tude^ et désignant ce nombre de côtés par m, on aura ^ 


lp:lp';:R;R'::r:/; 
mm < . 

d*où 

• (s 

propriétés qui ne permettent pas de conclure que les deux 
polygones soient semblables , et conséquemnient qu’ils soient 
réguliers, inscriptibles ou circonscriptibles. (Récip. Liv. III, 
Proposit. XVII, XVIII.) 

.PROPOSITION VII. 


?y : : : R* : R'* : : /•*; 


' Problème. Étant données les surfaces A et B d! un polygone 
régulier inscrit et dun polygone semblable circonscrit , trouver 
les su faces A' et B' des polygones réguliers inscrit et circons- 
crit d’un nombre de côtés double. ( Géom. Prop. XIII.) 

Réciproque. Étant données les surfaces A' et B' d’un poly- 
gone régulier inscrit d’un nombre de côtés pair et d'un poly- 
gone semblable circonscrit , trouver les su faces A et B d^s 
polygones réguliers inscrit et circonscrit d’un nombre de côtés 
sous-double. 


Si l’on connaissait A et B , et qu’on se proposât de dé- 
terminer A' et B', on aurait, en vertu du problème direct , 

A'=:|/AxB et B’ = — ^ ■ Dans le problème inverse, 

.A A, 

on se donne A' et B’, et il s’agit de calculer A et B. Or, 

•• A’“ ' à 

de la première équation l’on tire A = ; la seconde donne 

O « 


. (A+A')xB' A'». (A+A')XB' 

A = ^ ^ 

déduit 2 A'* = AB' + A'B' ; donc A = Éga- 

lant les deux valeurs trouvées pour A, oo- aura une équation 


! 
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• A' X B' 

de laquelle on déduira B = , et conséquemment 


A = 


A'“(aA' — B') 

• A'B' 

PROPOSITION VIII. 


A'CaA' — B') 
B' 


Problème. Étant données les surfaces é un polygone régu- 
lier inscrit et d’un polygone semblable circonscrit , trouver 
les surfaces des polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un' 
nombre double de côtés. 

Nous désignerons, comme l’a fait M. Legendre, par A et 
B, la surface du polygone inscrit dont AB est un côté et Fig. 45< 
celle du polygone semblable circonscrit ; par A' la surface du 
polygone inscrit dont AM est un côté , et par B' celle du poly- 
gone semblable circonscrit, ou parce que les triangles CAD, 

CAM, CEM et CAPM sont entre eux comme les polygones 
dont ils font partie, nous ferons CAD,= A, CAM;=A', 

CEM = B, CAPM = B'. On aura ■■ 

ACD = A, 

ACM = A' = A -f- , 

a ' 

ECM = B = A + ADMA' + AA'E , 
en menant AA' parallèle à CM. Or- ADMA' = AD X DM ; 


AA'E = 


AA' X EA' MD X EA' 


a , a 
triangles EAA', ACD donne 


mais la similitude des 


EA' : AA' ou MD :: AD : DC , d’où EA' 


et conséquemment », /. . 

ECM = B A + AD X DM 


DC 


î= A + AD X DM -f 


A-f AD XDM- + 


MDX AD 
aDC 

^XÂD* 


aDC X AD 
MDXÂD* 


4A. 
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Enfin 


RÉCIPROQUES. 


ACMP = B' = A + ADMA' — AA'P 
. = A + AD X DM — 


= A + AD X DM 


MD X A'P 


Or les triangles semblables AA'P, ADC, parce qu'ils ont 
tous les côtés perpendiculaires l'un à l'autre , donnent 

A'P : AA' ou MD :: CD ; AD , d'où A'P = ; 

"donc 


ACMP = B' = A + AD X DM 
Ainsi on a cette suite de valeurs : 


MD*. CD 
“ aAD * 


1» 

a”. 

3* 

N 

4* 


A'=A+“^; 


Bï=A4-ADxMD-f- 
B'iaAW* ADxMD — 


MD* X AD* 

4A 

MD* X CD 

aÂt) . 


Il est visible que B X A = A'* , d’où A' = V^B X A ; c’est 
ce qu’on peut trouver plus directement , en représentant par 
R la surface du triangle AMD; car on a ' 


(a),.... A =A, 

(i) A' = A + R, 

(0 B=A + aR+^. 

De la seconde égalité on tite 

A' — A = R, 


S 
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et substituant cette valeur de R dans la troisième , elle de-, 
vient , après les réductions , 

d’où A'= P^Ib, 

A 

comme ci-dessus. 

Reprenons la formule (4®) qui revient à celle-ci 

MD. AD. MD. CD 


B' = A-f- AD XMD — 


flAD 


et introduisons dans la valeur de B' la surface R : par cette 
substitution , 

B'=A-HnR-R.^. 

AD 

Or de la relation 

I 

"ÂD = MD ( CM + CD) = MD . CM -f MD . CD , ' 
on déduit 


AD 


CM 


A' 


MD . CD — CD 


= rn + > =V+ » = 


A' + i 


donc 


RA 


R ( A + aA') 

A + A' 

(A^— A) (A-l-aA') 


= A -f. 
= A -I- 


A+A' 


et après avoir réduit A au dénominateur A-f~ A' et effectué 
les réductions, on trouve / 


B' = 


aA'* 


sAB 


A + A' ~ A-f-A" 
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4a RÉCIPROQUES. 

Dans les Notes annexées à cet ouvrage , nous ferons con- 
naître une démonstration très-simple de cette proposition , que 
nous ne pouvons placer ici , parce qu’elle est fondée sur la 
Trigonométrie. 

Remarques. 

Les propositions! (Théor.),III (Théor.), IX, X (Théor.) , 
XI, XII (Théor.) , ne donnent pas lieu à réciproques. 



Il 
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LIVRE CINQUIÈME. 


' PROPOSITION PREMIÈRE. 

^I^HÉORÈME. Les obliques également éloignées de la per- 
pendiculaire sont égales’, et , de deux obliques inégalement 
éloignées de la perpendiculaire , celle qui s’en éloigne le plus 
est la plus longue. (Géom. Liv. V, Prop. V, Théor.) 

1^ Réciproque. Les obliques égales sont également éloignées 
ûc la perpendiculaire , et, de deux obliques inégales , la plus 
longue est la plus éloignée de la perpendiculaire. 

On démontrera facilèment les deux propositions comprises 
dans cet énoncé, par des considérations analogues à celles que 
nous avons employées. (Liv. ï, Prop. V et VI.) 1 

Scholie. L'inclinaison de la ligne JB sur le plan MN , pjg, 
SC mesure par Vangle ABP formé par la ligne JB avec l’in- 
tersection BP du plan MN’ par le plan conduit suivant JB , 
et la perpendiculaire AP au plan MN. 

Cet angle ABP est très-propre à mesurer cette inclinaison ; 
car lorsque AB se rapproche de AP et devient AB', l’angle 
PAB diminue, son complément PBA augmente. Lorsqu’au con- 
traire AB s’éloigne de AP, l’angle .ABP diminue. 

D’ailleurs cette mesure constante pour des écartemens PB 
égaux , est en même temps le minimum de tous les angles 
que forme AB avec les droites qui passent par son pied dans 
le plan MN. En eifet, si ABP n’était pas’ le minimum, de 

» 
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tous ces angles , soit ABD l’angle le plus petit ; prenons BD 
= BP , et tnenons AD : les deux triangles ABP et ABD au- 
ront le côté AB commun , et BP=BD, par contruction ; mais 
l’angle ABD étant, par hypothèse , plus petit que ABP, AD 
serait <[ AP : or AP étant une perpendiculaire et AD une 
oblique , AD ejt > AP •, donc la conclusion précédente est 
absurde , et par conséquent l’angle ABP est plus petit que 
tout angle ABD. 

ABP étant l’angle minimum y son supplément ABC sera 
l’angle maximum. 


PROPOSITION U. 

Théorème. Soit AP une perpendiculaire au plan MN, et 
BC une ligne située dans ce plan; si du pied P de la per- 
pendiculaire, on abaisse PD perpendiculaire sur BC , et qu’on 
joigne AD , AD est perpendiculaire à BC. {Géorn. Prop. YU 
Théor. ) * 

Réciproque. Soit AD une perpendiculaire abaissée du point 
j 4 situé hors du plan MN , sur la droite BC située dans ce 
plan; si, par le point D , on mène dans le plan la perpen- 
diculaire DP à BC , et que du point A, on abaisse une per- 
pendiculaire AP à PD ; je dis que AP sera perpendiculaire 
au plan MN. 

Car , si AP perpendiculaire à PD ne l'est pas au plan MN , 
menons AQ perpendiculaire à ce plap : le point Q ne pourra 
pas être un des points de PD , puisqu’alors AQ et AP seraient 
deux perpendiculaires à la droite PD, menées d’un même point 
A hors de cette droite ; donc la perpendiculaire QF à BC sera 
dilTérente de PD; donc laligne AF sera différente de AD. Or, en, 
Tertu de lâ directe , AF doit être perpendiculaire à BC ; donc il 
y aurait deux perpendiculaires AD, AF menées d’un même point 
à une même droite BC et dans le même plan ABC, ce qui est ab- 
surde; donc AP est perpendiculaire au plan MN. Donc , etc. 
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. PROPOSITIOIN III. 

Théorème. Deux plans parallèles sont partout à égale dis^ 
tance. ( Géom. Prop. XII , Cor. ) • 

Réciproque. Si deux plans sont partout à égales distances, 
ils sont parallèles. 

Soient MN , deux plans partout à égales distances ; en- 
sorte que les perpendiculaires AB , CD abaissées <le deiuc points Fig. 48. 
quelconques A et C du plan PQ sur le plan MN , soient égales: 
ces perpendiculaires seront parallèles ; donc les triangles BCD, 

BAC seront égaux , et conséquemment AC sera toujours pa- 
rallèle à BD. Donc , etc. ' , 

PROPOSITIpTII IV. 

Dans la rencontre des plans parallèles , par un troisième , 
il existe, dit l’Auteur, les mêmes égalités il angles et les 
mêmes propriétés que dans la rencontre de deux lignes pa- 
rallèles par une troisième (Géom. Prop. XV, Scholie.); ce 
qui est incontestable s’il s’agit des propriétés directes seu- 
lement ; mais on se convaincra que les propriétés réciproques 
qui sont démontrées par, rapport aux lignes , ne convienoent 
pas aux plans. Ainsi, par exemple , si deux plans coupés par 
un troisième, ont les angles correspondons égaux, ces plans 
peuvent nétre pas parallèles. En effet , supposons un plan , 
horizontal rencontré sous un certain angle par im autre plan 
que nous appellerons plan sécant .• cet angle sera celui de 
deux perpendiculaires en un même point de Vintersection des 
deux plans , situées dans ces deux plans. Or on peut imaginer 
dans le plan sécant une droite quelconque non parallèle 
à cett» intersection , et deux perpendiculaires en un point 
quelconque de cette droite, dont l’une soit dans le plan sé- 
cant , et dont l’autre située hors de ce plan , fasse avec elle un 
angle égal à celui qui mesure l’inclinaison du plan sécant . sur . f 
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le plan horizontal : le plan mené par cette dernière perpen- 
diculaire et par la droite tracée dans le plan sécant, ne sera 
pas horizontal , ou parallèle au plan horizontal , et cependant 
il fera avec, le plan sécant le même angle que celui-là. Donc 
la réciproque n’a pas Iteu. On peut étendre ce raisonnement 
aux autres inverses. 

. PROPOSITION V. •' 

TTiéorème. Lorsque trois droites sont perpendiculaires entre 
elles , les trois plans quelles déterminent le sont entre eux. 
(Géom. Prop. XVIII, Schol.) '' 

Réciproque. Si trois plans sont perpendiculaires entre eux, 
leurs intersections le sont entre elles. 

F'S- 49- Soient B4C, BAD, .CAD trois plans perpendiculaires entre 
eux , ie dis que leurs intersections le sont entre elles. Car , 
les deux plans BAC , BAD étant perpendiculaires à un troi- 
s^ème CAD, leur intersection (*) BA (Géom. Liv. Prop. 
XX ) est perpendiculaire au plan ,ÇAD , et par conséquent 
aux lignes AC , AD. Donc , etc. 

■ PROPOSITION VI. 

Théorème. Si deux plans sont perpendiculaires à un troi- 
sième , leur intersection est perpendiculaire à ce troisième 
plan. (Géom. Prop. XX.) 

Réciproque. Si l'intersection de deux planai est perpendi-^^ 
ailalre à un troisième^, ces deux plans sont chacun perpen- 
diculaires à ce troisième ; j 

Car chacun des deux premiers plans passe par une droite 
'perpendiculaire au troisième. 


(*) Nons faisons usage ici d’une proposition démontrée snbsêquetnmciu 
dans la Gcomc'trie ; mais on observera «ju’elle n’esige pas la démonstration de 
cette réciproque. , 
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PROPOSITION VIL 

• Théorème. Si un angle solide est formé par trois angles 
plans , la somme de deux quelconques de ces angles sera plus 
grande que le troisièiAe. (Géom. Proposit. XXI, Théor.) 

Réciproque^ ‘Si de trois angles plans donnés , l'un quel— 
conque est plus petit que la somme des deux autres , et^side 
plus leur somme est moindre^ que quatre droits , on pourra 
former un angle solide 'avec ces trois angles plans. 

En effet appelons A, B, C les tro^ angles plans donnés : 
d’après les cpnditigns de l’énoncé, on aura A <[ B -J- C 
B ■< A +’ G , ,C A';^' deux dernières inégalités , 

on tire celles-ci ,, À >B — C, A^C — B qui n’expriment 
qu’utie seule et même chose; sayolr : que l’angle A est plus 
graqd que la différence des deux autres. Airisi toutes les con- 
ditions de l’énoncé équivalent à celles exprimées par les deux 
inégalités A<^B-f-C etA>B — C; donc (Géom. Liv. V, 
Prop. XXIV, Schol.) l’angle solide peut être formé. La con- 
dition que la. somme des angles A, B, C soit moindre que 
quatre droits , est une conséquence nécessaire de ce qui est 
démontré (Géom. Proposit. XXII_, Théor.) ; car si la somme 
A -f- B -f- C était seulement égale à quatre droits , l’angle so- 
lide n’existerait plus, il serait l’angle plan. (F/g. igS, Géom, 
de Legendre.') 

. • V PROPOSITION VIII. 

. lu» . ^ ^ ^ • 

„ Théorème. Si deux angles solides sont composés de trois 
anglef plans égaux chacun d chacun , les plans dans lesquels 
sont les, angles , égaux , seront également inclinés entre eux. 
(Géom. Prop. XXXIII, Théor.) 

Réciproque. ‘Si deux angles solides sont-' formés par trois 
plans également inclinés entre eux , les angles plans- seront 
égaux chacun à chacun. ' ■ 
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Fig- So. Soient S, S' deux angles solides formés par des plans éga- 
lement inclinés; je dis que les angles de ces plans sont égaux 
chacun à chacun , c’est-à-dire qu’on a ASB = A'S'B , 
ASC = A'S'C , et use = B'S'C'. En effet , posons le som- 
met S sur t>' , et dirigeons SA suivant S'A'; appliquons de 
plus le plan ASC sur le plan A'S'C' qui sera celui de la 
planche , le plan ASB s’appliquera sur le plan A'S'B'. Soient 
S'e , S'B , les positions que prendront , par suite de cette 
superposition, les lignes SC , SB du premier angle solide dans 
les plans des faces A'S'C', A'S'B', prolongées, s’il est néces- 
saire. Supposons, pour l’intelligence de la figure, que l’angle'" 
S' soit coupé par un {Ifen quelconque ab'bcc' . Tout cela posé , 
il est facile de voir que les plans b'ÿc', bS'c , étant prolongés 
suffisamment , se couperont suivant une droite S'I située toute 
entière hors de l’angle solide ; de sorte que IS'c'b' n’est qu’un 
seul et même plan ainsi que IS'ct. Or, d’un point quelconque 
M de S'I , abaissons sur le plan A'S'B' la perpendiculaire MP; 
du point P , menons les perpendiculaires PK', PK. aux lignes 
S'B' , S'B, et joignons MK' et MK : ces droites (Géom. Liv. V/ 
Prop. A'I, Théor.) seront perpendiculaires aux lignes S'B', 
S'B , et par conséquent les angles PK'M, PKM mesurent les 
inclinaisons sur le plan A'S'B', des plans C'S'B' et CS'B pro- 
longés. De plus , PK' étant plus petit que PK , les obliques 
MK', MK sont im-gales, et conséquemment inégalement in- 
clinées ; donc les angles PK'M , PKM seraient inégaux. Enfin 
il est facile de voir que ces angles sont respectivement les 
supplémens des inclinaisons des plans b'S'c ' , bS'c sur A'S'B'. 
Donc ces inclinaisons seraient inégales , ce qui est contre notre 
hypothèse; donc l’angle plan ASB = A'S'B'. Maintenant les 
deux angles solides ayarrt un angle plan égal adjacent à des 
inclinaisons égales, sont évidemment égaux. Donc, etc. 

Notre démonstration parait supposer' que les lignes SB , 
SC du premier angle solide , tombent d’un même côté du 
plan B'S'C' ; mais on s’assurera facilement qu’elle s’étend au 
cas où ces lignes seraient disposées de différens côtés de ce 
plan. 


Livre v. 
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Remarque. 


Etant donné un atigle solide Irièdre S , ÿn en formera tou- 
jours le .symétrique , en prolongeant les arêtes SA , SB , SC 
au-delà du point S ; car il est évident , i“ que les angles plans 
A'SC', A'SB', B'SC', respectivement égaux aux angles plans 
ASC , ASB , BSC , seront disposés autrement que ceux-ci ; 
2° que l’angle entre deux quelconques des trois faces ASC , 
ASB , BSC , sera égal à l’angle entre celles des faces de l’angle 
solide opposé , qui sont les prolongemens de celles-là. Cette 
manière de former un angle solide symétrique d’un autre , est 
simple J et lorsqu’il sera question de démontrer , par exemple , 
que les angles solides aux deux extrémités de la diagonale d’un 
parallélépipède sont symétriques l’un de l’autre , il sniRra de 
prolonger les arêtes de l’un de ces angles , et de prouver que 
l'angle solide qui en résulte est parfaitement 'égal à l’autre. 

. Maintenant l'arête SB' se trouvant' au-dessous du plan des 
angles A'SC', ASC , si l’arête SB est au-des.sus de ce plan , que 
l’on conçoive que le sommet S restant fixe , le plan C'SA' 
tourne en faisant une demi - révolution au-dessus du plan 
de la planche , jusqu’à venir en ASC, SC' tombant sur SA, et 
SA' sur SC, il est visible que l’arête SB' ne peut venir suivant 
SB : cette coïncidence des arêtes SB , SB' est impossible de 
quelque manière qu’ait heu celle des angles A'SC', ASC. 


PI. 13 , 
Fig.267. 


Remarques. 


I. La plus légère attention sufiit pour apercevoir que les 
propositions J , II ( Théor. et Cor.), III, IV (Théor. et 
Cor. II), VI (Schol.), VIII, IX, XII (Théor.) , XIH 
(Théor.), XIV, XV, XVII (Théor.) , XVIII (l'héor.), 
n’admettent pas de réciproques. 

II. Les problèmes réciproques de ceux des propo.sitions 

XXIV et XXV, seront résolus ci-après, à l’article des Plao-s. 
( Reçueilde Théor. et de Probl.J. ~ 
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LIVRE SIXIÈME. 


. PROPOSITION PREMIÈRE. 

*rHÉORÈME. Dans tout parallélépipède , les angles opposés 
sont égaux et parallèles ( Géoni. , Liv. VI , Prop. IV, Théor. ) 
Réciproque. Si dans un prisme quadrangulaire , les plans 
opposés sont égaux et parallèles , ce prisme est un parallé~ 
iepipède. 

Fig. 5i. les plans opposés AG, DH étant égaux et paral- 

lèles , AB est égal et parallèle à CD ; donc ABCD est un pa- 
rallélogramme, et par conséquent le solide AH est un paral- 
élepipède. Donc , etc. 

. PROPOSITION II. 


Théorème. Dans tout parallélépipède , les angles solides 
opposés sont symétriques Fun de l’autre. (Géom. , Prop. Y' 
Théor, ) 


^ Réciproque. Si dans un prisme quadrangulaire , les angles 
' solides opposés sont symétriques l’un de [autre , ce prisme est 
un parallélépipède. 


.Soit AH un prisme quadrangulaire , dans lequel les angles 
solides opposés soient symétriques l’un de l’autre ; je dis que 
ce prisme est un parallélépipède. Car , en vertu de la symé- 
trie des angles D et G, on a l’angle ADG =FGH : or l’angle 


I 
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FGH = ABC ; donc l’angle ABC = ADC. Les angles opposés 
A et H étant symétriques , on prouvera de meme que l'angle 
BCD = B AD ; donc (Liv. I , Prop. XIV , Récip.) ABCD est 
un parallélogramme. Donc le prisme quadrangulaire AH est 
un parallélépipède. Donc, etc. * ; 

PROPOSITION III. 

Théorème. Dttm tout parallélépipède , les dias;ortales ^me- 
nées par les sommets des angles opposés , se coupent, mur- 
tuellement en deux parties égales. (^Ibid.) 


Réciproque. Si dans un prisme quadrangulaire , les deux 
diagonales se coupent mutuellement en deux parties égalés , 

ce prisme est un parallélépipède. , 

Soit AH un prisme quadrangulaire dans lequel les deux Fig. 
diagonales DG , FC se coupent en deux parties égales ; je dis 
que ce prisme est un parallélépipède. Car ( Liv. I , Prop. 
XV, Récip. ) "la Rgure CDFG est un parallélogtainnie ; '• 
donc CD est égal et parallèle à FG, et par conséquent' à 
AB; donc la figure est un parallélogramme; donc le'prbme 
quadcangulaire AH Mt un ■ parallélépipède. . Donc , etc. -- 

. :i ^ A 

' P R O, P O 8 1 T I O N I Vj . j ; . .è."t . 


* t ' ■ . -, '-1 .1 -■’* 

Théorème. Le plan qui passe par 4eux ,ar;^fi-pfiriiHèl^t 
opposées d’un parallélépipède f divise ce solide en deppi.pfjsmes,' 
triangulaires symétriques Hun de l’autre., (Géop., Prop, ..VI., 


Théor.) 


Réciproque.' Si un plan conduit suivant dmie iimsêtes .jtE i 
CH opposées d'un, prisme quadrangulaire , le diviie èrvdeUè F>g 
prismes triangulaires jéBCFGM ^ ÀCÙHSF syniétriques'tWi 
de loutre i ce prisme est an parallélépipède. • • •' 

Car ces prÈsmes thaugulaires étant symétriquea," les angles 
opposés D et G le sont aussi '(Géom .Prop. II, üchol.5% De 
plus , en faisant passer un plan par lej arêtes opposées' DE-, 
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BG , on prouvera de même que les angles solides A et H sont 
symétriques l’un de l’autre; donc (Prop. II , Récip.) le prisme 
quadrangulaire AH est un parallélépipède. 

On déduira d’une autre manière la même conclusion , en 
observant que les lignes AP , CH étant égales et parallèles , 
la figure ACHF est un |iarallélogramme , et que par consé- 
quent ses deux diagonales AH , CF, qui sont aussi celles du 
prisme , se coupent en deux parties égales ; et que la même 
chose -a lieu pour deux autres diagonales DG , CF. Donc 
(Prop. III, Récip.) 

. PROPOSITION V. 

TJiéorème. Toute section faite dans un prisme par un plan 
* parallèle à sa base, est égale d cette base. (Géom. Prop. VII, 

Coroll.) , ’ 

. I . / ' 

Fig. 52. Réciproque. Si on . coupe un prisme par un plan , de ma- 
nière que la section soit égale à la base, elle lui sera aussi 
’ parallèle. . . : : ■ • 

Cette proporitipn inverse n’a pas lieu. Em effet , soient 
BACDE , BAC'D'E' deux polygones ayant les angles et les 
côtés égaux ; puisqu’ils ont le côté AB commun , si on les 
applique tous deux sur le plan de la planche , ils coïnci- 
deront. Concevons qti'e le polygone BAC'IVE' tourne autour 
"de AB comme charnière, et qu’il prenne une position quel- 
conque BAC'D'E', dans l’espace : les points C D , E dé- 
criront des arcs de cercles CC', DD', EE', dont les centres 
c,'.d, e seront dans l’axe de rotation AB, et dont les rayons 
Ce, Dd, £e seront perpendiculaires à cet axe: les plans de ces 
cercles seront donc parallèles; et comme les arcs CG, DD', E£' 
sont semblables , si on prend di = sE , dy = cC , on aura 
arc = arc EE', arc yy' = arc CC' ; donc les cordes DIV, 
f«', ÿy' seraient parallèles; donc aussi les cordes des 'arcs DD', 
EE'; CC', prolongées également, à partir des points D, £, et C, 


l * 
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seront parallèles ; donc les sommets E', D', C' se retrouveront 
sur les arêtes d’un prisme ayant ACDEB pour base , en sup- 
posant par B et A des arêtes parallèles et égales à celles qui 
partent des points E, D et C. Ce prisme sera donc coupé par 
un plan non-parallèle à la base , suivant une section égale à cette 
base ; et toutes les sections faites dans ce prisme par des plans 
parallèles à l’un o,u à l’autre des polygones BACDE, BAC'D'E' , 
seront des polygones parfaitement égaux à ceux-là , et' con- 
séquemment égaux entre eux. -• ' " 

• • i' '< 

• , . PROPOSITION VI. - ‘ ' 

Théorème. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont même 
base, sont entre eux comme leurs hauteurs. (Géoni. Prop. XII.) 

Réciproque. Si deux parallélépipèdes rectangles sont comme 
leurs hauteurs , ils auront même base. > ‘ o c 


En effet , Mient P et Q deux parallélépipèdes rectangles , 
H et H' leurs hauteurs, B et B' leurs bases, nous aurons 
P î Q H : H'. Or si le rectangle B' n’est pas é^ivaleint à 
B, sur cette base B' construisons un parallélépipède R dont 
la hauteur soit H; nous aurons, d’après la directe, 
d’où on déduirait R = P ; conclusion absurde , puisque les 
parallélépipèdes R et P ayant même hauteur, ont des bases 
différentes. Donc , etc. 


Remarquons que la condition énoncée n’emporte cependant 
pas la coïncidence des bases B et B' , mais seulement) comme* 
rtOus venons de le prouver, leur équivalence. . ■ ' 


PROPOSITION VII. 


■■•Théorème. Deux parallélépipèdes 'rectangles qui ont même 
hauteur, sont entre eux comme leurs'bâses. (Géora. Prop. XITI.)' 

^ Réciproque. Si deux parallélépipèdes rectangles sont entre 

eux comme leurs bases, ils ont même hauteur. 

* . . . >. . 
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On■etn{)^^ie^a ; pour démontrer cette réciproque , urt rai- 
Bonuement semblable à celui que nous ayons fait précédem. 

, , PROPOSITION VIII. 

Théorème. Si une pyramide quelconque est, coupép par un 
plan parallèle à sa base , les côtés et la hauteur seront di~ 
visés proportionnellement. (Géom. Prop. XVI, THéor. i®.) 

Réciproque. Si un plan divise les côtés d’Une pyramide 
proportionnellement, il est parallèle à sa base. • 

Fig. 53. En effet , soit SABCD une pyramide dont les côtés SA , 
SB , SC, SD soient coupés en a, b, c, d, par le plan abcd, 
flè nifanière qu’on ait 

, .1 /■ , I 

Sa : aA :: sb : àb :: Sc: cCiiSd: do, , ^ 

De cette suite on déduit eès deux proportions , < 

. Sa : aA :: si : ab, " • sA : ab-:: Sc : cC ; 

... . . ' 

donc les .droites oA', bc .sont parallèles aux drtéfep 'AB, «BQ'} 
donc {.Géom. Liv. V, Prop. XIII , Tbéor. ) les plans abc j 
ABC :sont parallèles. Donc, etc. ' i‘ - i. 

PROPOSITION IX./' ‘ ■ 

w, ..'I . ^ ■ J .*.t. 

Théorème. Si une pyramide est coupée .par 'Un pian piH- 
rallèle à la base , la sectiori sera un.polygone semblable à cette 
Aojc.. {Géom. Prop. XVl, Théor. a°.) ' • 

Réciproque. Si la sectia.a d^ne ^pyramide par unplan , est 
un polygone semblable à la base , le plan sécant sera paral- 
lèle à cette base. ■ ...il 

SüV existait dans une pyramide polygonale, une section imn 
parallèle et cependant semblable à la basé, il y. aurait évidem-< 
ment lieu à une section égale à U base , laquelle serait parallèle 
à ia première ; cette section serait donc upe position particulière 
de celle de la base dWle plaù aurmt tourné àutoür d’un axe 


'b 
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Bxe mené dans le plan de cette base; mais, dans ce mouvement, 
les sommets des angles de la base décriraient des arcs de cercles 
dont les plans seraient parallèles entre eux et perpendiculaires 

à l’axe de rotation . et tous ces cercles auraient leurs centres 

* « 

placés sur cet axe, aux points où il est rencontré par les per- 
pendiculaires qu’on lui mènerait de tous ces sommets. Or quelle 
qne soit la position de cet axe par rapport au polygone qui sert 
de base à la pyramide , il est impossible que les arcs décrits par 
les sommets de ces angles , dans le mouvement du plan de la 
base autour de l'axe , rencontrent les arêtes de la pyramide , 
et qu’ainsi ces sommets se retrouvent tous en même temps sur 
ces arêtes'; pour former sur le contour de la pyramide le poly- 
gone supposé égal à la base. 

Ce raisonnement j>eut être facilement suivi sans le secours 
d'une figure d'autant plus inutile ici qu’elle ne montrerait 
qu’une position particulière de l’axe de rotation , qui cepen- 
dant doit être vne dans une infinité de positions. 

Remarque. ' , ' ' 

On observera à l'égard de la pyramide triangnlaire , dont Fig. 54 . 
la section par un plan parallèle à la base, serait le triangle ADF, 
que le point D, dans le mouvement supposé autour de l’axe 
AF, peut venir se placer surl’ai'êtte SD, S ettÊnt' lé -sommet 
de la pyramide , puisqu’il suffit que cette arête soft dans le pkn 
de l’arc de cercle décrit par D. La pyramide a >pou^ base 
cette nouvelle peeition du plan ADF> admet elle-même une 
section semUable à sa base par un plan non-pai^aÜè^* Doùil 
résulte qu’on peut faire dans une pyramide triangulaire' plu- 
aienrs sections semblables à la base , par des plans qui ne lui 
seraient pas iparallèles. . 

PROPOSl'TION X. " . • 

* • ..... 

I 

Théorème. Si on coupe deux pyramides de même hauteur, 
et dont kt bases sont situées sur k même plan , par un plan 


\ 
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parallèle à celui des bases , les sections seront entre elles comme 

les bases. (Géom. Prop. XVI, Cor.) 

Réciproque. Si deux pyramides de même hauteur sont cou- 
pées par un plan tel que les sections soient comme les bases , 
les sections sont parallèles aux bases. ’ 

{.jg 55 . Eu effet , si le plan des sections n’était pas parSIIèle aux 
bases, par l’un quelconque des sommets de l’un des polygones, 
on pourrait faire passer un plan parallèle aux bases, qui donne- 
rait d’autres sections ayz rç'y'urs^ , telles que l’on aurait 

t sdyujZg ABCDE : A'B'C'p' j 
mais , par hypothèse , • • ' 

,, 'ayzut : a/ÿu'z' ABCDE *. A'B'CD' j 
donc .. ' • ,! 

xyzjujt, ; xyxut “ jdyujZg : x'/u'z'r-, . 

(Prop. IX, Récip.) 

Remarque. 

t t . 

I La même, proposition n’est pas vraie dans le cas de la py- 
ramide triangulaire. ... f 

En effet-, concevons ^enx pyramides triangulaires coupées 
par U» plan parallèle aux bases ; nous avons prouvé qu’il exis- 
tait dans ces pyramides des sections semblables aux bases, 
sans leur être parallèles ; donc , si par deux côtés- homologues 
des premières sections , on mène des triangles égaux aux pre- 
miers , ils seront dans le rapport des bases , sans leur être pa- 
rallèles. (Prop. IX, Récip. Rem. ) 

Le théorème direct peut aussi s’inverser de cette manière. 

Si deux pyramides quelconques qui reposent sur le même 
plan , sont coupées par un plan parallèle à ce/ui des bases. 
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tnsorU que ces sections soient entre elles comme les bases , 
elles auront même, hauteur. * • 

En effet, soient B et H la base et la hautenr d’une pyra- 
mide, b et h celles de la pyramide partielle, B', H', b', h' Xee 
bases et les hauteurs correspondantes dans la seconde pyra- 
mide. On aura . > • 

B : 6 :: h* : h“, , B'.; b' :: H'? : A'»; . , 

mais , par hypothèse , ‘ • l . 

B: b:: B': b'-, donc H;A;;H':A'; 
donc , * . t , ' 

.... H — A : H' — A' :: H : H'; . . , , 

V 

•r H — A = H' — A' , donc H = H'. Donc, etc. 

I 

PROPOSITION Xl.i 

.1 - 

Théorème. Deux pyramides triangulaires semblables ' ont 
les faces homologues semblables , et les angles solides hômo^ 
logues égaux. (Géom. Ptop'. XXIII^ Thèor.)- ^ i .' -i ; t 
L'énoncé de la réciproque est la définition même de la sw 
militude de deux pyramides triangulaires (Géom. Liv. VI , 
Définit. XVII.) ' ' ' ’ 

■ ■ ' .PROPOSITION XII.' ' • , ' . . 

I -Xi ' *t... I 

, .Théorème. Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les côtés homologues proportionnels. (GéoQi.. Prop. XXIII, 

Cor. I.) 

Réciproque. Si deux pyramides trian^laires ont les côtés 
homologues proportionnels, elles sont semblables. ^ ^ 

Cette proposition n’est pas généralement vraie. Car, soient 
SABC , S'ABC» deux pyramides triangulaires symétriques^ pjp gj 
leurs faces seront égales ; donc SA = S'A , SB = S'B , 

SG = S'C. Si Ton' coupe la pyramide S'ABC par le p]a« 
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A'B'C^ parallèle i la base, la pyramide S'A'B'C sera sem- 
blable à S' ABC. (Géftn. Prop. XXIU, Cor, lU.) Donc 

S'À' : S'A :: S'r : s'b :: s'C' : s'Cî 


«t par Conséquent , 

S'A' : SA 


S'B' ; SB 


S'C' ; SC ; 

et cependant les deirn pyramides SABC et S'A'B'C' ne sont 
pas semblables. Le même raisonnement s’applique aux pyra- 
mides polygonales. 

Mais si bn s^^sè qne les plans qui forment les angles 
solides S et S' sont disposés de la même manière , alow la 
proposition est rr'aîe.- Oéom. PrOp. XKIII , Schol.) 


3 -J 1. 


Remarque. 


Mais à l’égard des pyramides polygonales dont les faces 
sont semblablemontÆqi^ées, a b’'^ p?» vrai quelles «oient 

semblables. “•'.i ' 

Fig. 57. En effet, cçn 8 trui»on».deu* triangle* ABC, ABÇ égaux 
et serablablemeat placés j sur le milieu de AA' , élevons la 
perpendiculaire £0; joignons un des points de cette perpen- 
diculaire avec les sommets A^,DE,C,A^, alors SA — ^A, 
et les’ deux pyramides SABDEC et SA'BDEC , sans être 
éfrales, auront leurs faoés égale*, « 'semblablement placées. 
Donc toute pyramide retranchée de l’uue d’elles par un plan 
parallèle à la base, aura ses faces senailables à ceUe» de 
radtre , sans cependant quelle lui soit sendrlable. ^ 


, . . PROPOSITIOIi, 

Théorème. Dans deux pyramides triangulaires semblables , 
îinclinaisbn de deux faces quelconques est ég^e a lintli- 
naisdn des faces homologues dans ( ï * or. .) 

Réciproque. Si‘ deux pyramides tfiangutaires sont uUes que 
tinclinaisoa de deux faces quelconques dé Tune, soU égale « 
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l'inclinaison de 'deux faces de l’ autre , ceS deux pyramides 
sont semblables. 

Cette proposition inverse n'est pas généralement vraie ; car 
concevons'deux pyramides triangulaires symétriques , elles au- 
ront leurs angles dièdres égaux ^ sans être égales; ainsi toute 
pyramide retranchée de l’une d’elles par un plan parallèlS à 
la base , ne sera pas semblable à l’autre , quoiq[ue les angles 
dièdres compris entre les facee homologues, soient égaux... 


_ Il en est de même de deux pyramides polygonales. ,o 
Mais ai on apporte cette aouvelle rêstrktion que les faces 
homologues soient semblablement disposées; alors l’énoncé sent 

' • ’ : ■ ■ 

; Car soient SAfiC , TDEF c6S ;tJedx pyrànûdeS;' De ' cé rîg. 58. 
que leurs face.s sont également (uelinées ' entre ^eS, il Snit 
(Liv. V, Prop. VIII) que les angles solides A et Dj^B et-Ej 
C et F , S et T sont égaux ; donc les triangles ASB , DTE 
sont semblables, ünsrque les trian^éé'lfôfî ,-ETF : de plus, 
ces triangles sqnt semblablement plaçés ; donc les pyramides 
SABC, TDEF* Sont semblables. '■ • 

■> . . -.1 ’■» i. ■ 

. . •' 

• PROPOSIÏlOW 'XfV' 


, ’l^'héorème. opt coupe une pyràndde triangulaire par un 
plan paralitle à la base , la pyramide partielle est serablabie 
à la pyramide totale. (^Jbid. , Cor. III.) 

Réciproque. Si deux pyramides "triangiàaires Sont sembla- 
Nts^'et (fue fon‘SUperp'ose les angles traits au sor/imet , les 
bases seront parallèles. ■ ■ ' : z : -f 

__ En effet , puisse les deux p}'rah)ides triangulaires SABC Fig. 5^, 
et SA'B'C/ sont semblables, les faces SÀB, SA'B' SAC ^ 

SA”Ç' sont semblables, on aura par conséquent 

Ba ; SA' :: SB : SB', ■ - •'- 

SA : SA' :: SC : stT; - 
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donc (Géom, Liy. III, Prop. XVI) A'B' ,et A'C' sont res^ 
pectivement parallèles à AB et AC ; par conséquent le plan 
A'B'C' quelles déterminent, est parallèle à ABC. , , 

^ ‘ ' • PROPOSITION ?XV. 

Théorème. Si .on coupe 'une pyramide quelconque ^arun 
plan parallèle à la base, la pyramide partielle est semblable 
à la pyramide totale. {Iltid. , Cor. IV.)- ' 

Réciproque. Si deux pyrcunides' quelconques sont sembla- 
bles, et* que F on superposé le» angles au commet , les bases 
iprqnt égales et parallèUs.’ . ; t. ! ' ‘ . . -r*-'* 

Car puisque les pyramides sont semblables , leurs bases sont 
semblables. Or ou a vu' que lorsque' dadS unis pyramide quel-' 
conque une, section est semblable à' k base, elle lui .est par* 
iallèle. .Donc , etc. ijy> l .•*/ • • . ' ... .. 

■ „ . ■ > ■ 1 ., 

' PROPOSITION XVI. ,>,3. . . - l'V 

iy iV . ^ M> * t .t »V, .1 ..3 . 

Théorème. Deux' polyèdres semblables ont lesja^es hpmcH 
logues semblables et les angles solides homologues égaux. 
(Géom. Prop. XXIV,/rhéon) . > •: •.« ;i i . 

Réciproque. Si deux polyèdres ont les faces semblables 
chacune à chacune ^"et lès angles sotifes] égaux chadùA^à 
chacun) ils sont seïriblables. ^ ! , ^ ' 

Cette proposition n’est pas vraie généralement. 

Car ,,jPoncevon.s un polyèdre AH*^^ symétrique à AH., ^* 
polyèdre aura ses faces égales aux faces homologues de AU., 
et ses angles solides égaux à ceux qui lui correspondant d^s 
AH (Géom. Prop. Il) ; donc tous les polyèdres semblables 
AH' ayant, d’après la directe , leurs faces semblables ét.l^jya 
aegles égaux à leurs correspondans AH', satiirferont envers 
AH à la condition requise. Mais si on exclut ces polyèdres , 
alors la proposition est vraie. . ’ : -i 
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£d effet , soient AH et ah deux polyèdres ayant les faces Fig, 0 ». 
semblables chacune à chacune , et les angles solides égaux 
chacun à chacun ; soit la face abcd base du second , sem- 
blable à la face ABCD base du premier , la face abgf sem- 
blable à la face ABGF , et ainsi de suite : je dis que ces deux 
polyèdres sont semblables. Car; menons les diagonales AC etac: 
les triangles ABC, abc seront semblables^ et , si l’on joint BH et 
hh, il en sera de même des triangles BCH, écA : d’ailleurs l’angle 
* solide C étant égal à l’angle solide c , Tinclinaison des plans 
HCB , ACB est égale à celle des plans hcb , acb ; donc les< 
pyramides HABC , habc sont semblables. On prouverait de 
même que les pyramides GABC , gabc sont semblables. Quant 
aux pyramides ElABC, eabc, puisqu’on a l’angle DCE = rfcc, 

DCB ■=dcb, et que l’inclinaison des plans DCH , ÜCB est 
égale à celle des plans dch , dcb , il s’ensuit (Géom. Liv. 

Prop. XXV ) que l’angle ECB = ecb : or on a BC ‘.bc'.l 
CH ch y. EC ; ecj donc les triangles £BC, ebc sont sem- 
blables } donc les pyramides ElABC , eabc sont ' semblables. 

Donc enfin les polyèdres AH, ah sont semblables. Donc^ etc.’ 

. PROPOSITION XVII. 

Théorème. Si , avec quatre sommets d'un polyèdre , on 
forme une pyramide triangulaire , et qu’on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d’un polyèdre 
semblable, ces deujc pyramides sont semblables (_Ibid. Cor.) 

Réciproque. Si deux polyèdres sont tels que joignant quatre 
sommets quelconques du premier , et les quatre sommets cor- 
respondans du second, on forme deux pyramides triangulaires 
semblables , ces deux polyèdres seront semblables. 

En effet, en vertu des données, les bases des polyèdres 
seront semblables , comme composés d’un même nombre do 
triangles semblables chacun à chacun et semblablement placés. 

De plus , si , parmi toutes les pyramides triangulaires que l’on 
peut former oa joignant quatre sommets dans chaque polyèdre/ 


% 
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^on ne considère que celles qui ont poiar base commune un 
même triangle de chacune des bases ; il s’ensuit qu’on nr 
considérera que celles qui déterminent hors de oes mêmes 
bases les sommets des angles solides respectifs des deux po- 
lyèdres. Or, par hypothèse, ces pyramides sont semblables' 
chacune à chacune; donc aussi les polyèdres sont semblables. 

. PROPOSITION XVIII.' 

> * 

Théorème. Deux diagonales homologues quelconques de 
deux polyèdres semblables , sont entre elles comme deux côtés 
homologues quelconques. fJbid.') 

Réciproque. Si deux polyèdres sont tels qu’en joignant deux 
sommets quelconques du premier et les deux sommets corres- 
pondons du second, les deux diagonales qu'on obtient, soient 
entre elles comme deux côtés correspondants quelconques , ces 
deux polyèdres sont semblables. • 

La démonstration de cette réciproque est analogue à la pré- 
cédente. 


PROPOSITION XIX. 


Théorème. Deux polyèdres semblables peuvent se partager 
en un même nombre de pyramides triangulaires semblables 
chacune et semblablement placées. (Géom. Prop. XXV.) ,, 

Réciproque. Si deux polyèdres sont décomposables en un 
même nombre de pyramides triangulaires semblables chacune 
à chacune et semblablement disposées,’ ces deux polyèdres 
seront semblables. 


Fig. 6i. 


Supposons faite dans les deux polyèdres , la décomposition 
nécessaire à la démonstration de la directe. Soit P et p les 
sommets communs de toutes les pyramides. 

On démontrera fafiiltment que si , dans le premier po- 
lyèdre, les bases AEC,.ACD, ADL de plusieurs pyramides 
sont dans un meme plan et forment une {uème face poiygoire 
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ABCDE, lea bases al>c, acd, ade des pyraolides correspon- 
dantes dans le second polyèdre , sont aussi ' dans un même 
plan et forment une même face polygone abcde semblable à 
ABCDE. De là on conclura que les deux polyèdres sont 
composés d’un même nombre de faces semblables chacune à 
chacune et semblablement placées. Or , à cause de la simi- 
litude des pyramides , les angles solides correspondaos seront 
égaux ; donc les polyèdres seront semblables. 


PROPOSITION XX, 


Théorème. D«ux pyramides semblables sont entre elles 
comme les cubes des côi^ homolofÿues. (Géom. Prop. XXVI.) 


Réciproque. Si deux pyramides sont entre elles comme les ' 
aubes des côtés homologues , elles sont sembUbles. 

i”. Considérons d’abord des pyramides triangulaires. Nous Fig. 58. 
aurons, d’après Pénoncé, 


de!:bc’: ef:: AC^ df ::sa®: td*::bb*: te !;sc : tf] 


ou 


ab:de::bc:ef::ac;df;:sa:td::sb:te::sc:tf. 

Les pyramides S ABC, TDEF ont donc leurs arêtes pro- 
portionnelles ; donc elles sont semblables. On voit cepehdant 
que la considération des pyramides symétriques dont nous 
avons fait usage, restreint la généralité de cette proposition. 

2 *. Il n’en est pas de même des pyramides polysonales; 
car la seule proportionnalité des côtés ne peut pas meme éta- 
Uür la similitude des bases de ces pyramides. 


PROPOSLTION XXI. 

Théorème. Deux polyèdr^f semblables sont entre eux comme 
Us cubes des côtés homologues. (Géom. Prop. XXVH- ) 
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Réciproque. Si deux polyèdres sont entre eux comme les 
cubes des côtés homologues , ils sont semblables. 

Un raisonnement semblable à celui qui a été employé dans 
la seconde partie de la proposition précédente , prouvera l'ab- 
surdité de cette réciproque. 

Remarques. 

r. Les propositions I , III , donnent lieu à des énoncés in- 
verses dont l'évidence se reconnaît avec la plus légère attention. 

II. L'absurdité des réciproques des propositions II, XI,, 

XVII, -XX est manifeste .; celle de la proposition IX est 
prouvée par la proposition X. ^ 

III. Les réciproques des seconds énoncés compris dans le 
Cor. de la prop. XV, et dans les Cor. II des prop. XVIII 
et XIX, se prouveront comme on l'a fait prop. VI. 

Les premiers énoncés de ces mêmes corollaires donnent lieu 
à des réciproques que l'on démontrera facilement par le rai- 
sonnement employé (Liv. III, Prop. I.) 
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LIVRE SEPTIÈME. 


PROPOSITION PREMIÈRE. 

■ I, 

Théorème. Tout grand cercle divise la sphère et sa sur- 
face en deux parties égales. (Géom. Liv. YII , Prop. I, 
Cor. III.) 

s 

Réciproque. Si un cercle divise la sphère et sa- surface en 
deux parties égales, il passe par le centre de la sphère. ' 
Le raisonnement qui démontre cette réciproque, est sem- 
blable à celui que noos avons employé (Liv. II, Prop. 1.) 
Donc, etc. . 

PROPOSITION II. 

Théorème. Le centre d’un petit cercle et celui de la sphère 
sont sur une même droite perpendiculaire au plan du petit 
cercle. (Ibid. Cor. IV.) 

Réciproque. Si f du centre de la sphère , on ab^^e uns 
perpendiculaire sur le plan d’un petit cercle, le pieaae' cett'e 
* perpendiculaire sera le centre de ce petit cercle. 

' La démonstration de cette réciproque est comprise dans 
celle du théorème de la proposition 1 (Géom. Liv. VIL). 
Donc, etc. 

PROPOSITION III. 

Théorème. Les petits cercles sont d'auUtht plus petits qu’ils 
sont plus éloignés du centre de la sphère. (Ibid. Cor. V.) 
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Réciproque. Les petits cercles sont d'autant plus éloignés 
du centre , qu'ils sont plus petits, 

Lemme. Les petits cercles également éloignés du centre , 
f ig. Gi. sont égaux. £n elTet , soient GH , IK deux petits cercles quel- 
conques également éloignés du centre de la sphère. Si de ce 
centre , -on abaisse les perpendiculaires CP , CQ sur leurs 
plans , les points P et Q seront leurs centres. Puisque CP = 
CQ , par hypothèse, les triangles rectangles CPG , CQK sont 
égaux , et l’on a PG = QK. Donc , etc. 

Réciproquement. Les petits cercles égaux , sont également 
éloignés du centre. Car les triangles rectangles CPG, CQK 
sont encore égaux dans ce cas. 

Soient maintenant EF , GH deux petits cercles inégaux 
quelconques -, soit GH <[ EF , je dis qu’on aura CP |> CO , 
CP , CO étant deux rayons perpendiculaires aux plans de» 
petits cercles. Car, si l’on pouvait avoir CP= CO, on aurait 
GH = EF : ce qui est contre l’hypothèse. Si l’on supposait 
CP GO , il viendrait , d’après la dîl-ecte , GH ^ EF : ce 
qui n’a pae lieu; donc CP>CO. Donc, etc. 

PROPOSITION IV. 

I 

Fig. 6a. Théorème. Si Von mène le diamètre DL perpendiculaire 
au plan du grand cercle AMB , les extrémités D et L de ce 
diamèt^^ont les pôles du cercle AMB , et de t(Æs les petit.' 
cercles ^^mjtie.JNK qui lui sont parallèles. (Géom. Prop. VI, 
Théor.) 

Réciproque. La droite DL qui joint les pôles D et L du, 
grand cercle AMB et du petit cercle INK , passe par Us 
centres de ces cercles et leur est perpendiculaire. 

Car puisque le point D (EStUe pôle du cercle AMB, tous 
les arcs de grands cercles tels , que D^, sont égaux. Menons 
' CM, CM, et joignons DM'» DM. Puisque le point L est le 
pôle dn cercle AMB, les arcs LM loat égaux; donc l’angle 

\ 
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MDC=MDC; donc les triangles MDC , MDG sont égaux; 
donc MC = MC ; donc le point C est le centre du cercle 
AMB. De plus CD est perpendiculaire au pian AMB, puis- 
que cette ligne a deux de ses points communs à la perpendi- 
culaire à ce plan , élevée au point C. 

Le même, raisonnement sert à prouver que le point Q est le 
centre du cercle INK , et que DQ est perpendiculaire au plan 

de ce même cercle. Donc , etc. 

' # 

Remarques. ^ 

y 

I. Les réciproques des propositions VII (Théor.) , XV 

(Schul.) XVII (Théor.), se démontrent par des raisonne- 
mens analogues à ceux employés (Prop. VI , Liv. II , III , Liv. I, 
II, Liv.I.) . * 

II. On discutera facilement les énoncés réciproques de ceux 

des propositions du Liy. VII dont nous n'avons pas fait men- 
tion. ' I 
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RÉCIPROQUES. 


; 


LIVRE HUITIÈME. 


fROPOSITION PREMIÈRE. 

Si F OH €Oup9 UH cylindre par un plan perpen- 
diculaire à taxe , la section est un cercle égal à chacune de* 
bas^. (Géom. Liv. YIII, Défia. I.) 

Réciproque. Si Von coupe un cyliadre, de manière que la 
section soit un cercle égal à la base , et cfui ait son centre 
dans taxe de ce cylindre, le plan qui détermine une telle 
section , est parallèle à la base. 

Fig. 63. En effet , soit ABCD un cylindre , coupé par un plan , de 
manière que la section soit un cercle égal à la base CD , et 
dont le centre O soit sur l’axe GH. Si le plan EF pouvait être 
incliné à la base , son prolongement irait rencontrer le plan de 
cette base. Donc si par un point quelconque K de cette intersec- 
tion et par le centre O, l’on mène la droite KFE , et si par cette 
droite et l’axe GH , l’on conduit un plan , son intersection 
avec le plan de la base, sera la droite KCD; donc EF ne se- 
rait pas perpendiculaire à AD. Cela posé , du point F , abais- 
sons FI perpendiculaire à AD , on aurait FI = CD : or £F = 
CD ; donc on aurait FI=F£ : ce qui serait absurde. Donc, etc. 

* 

Remarque. 

La même propriété n’a pas lieu pour la cylindre oblique , 
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comme on s’en asinrera facilement par nn raisonnement à 
peu près analogue à celui déjà employé (Liv. VI , Prop. V ) : 
mais nous nous dispenserons de le répéter , parce que d'ailleurs 
la Géométrie élémentaire exclut ce corps. 

, . PROPOSITION IL 

Théorème. Toute section faite suivant Vaxe d’un cylindre 
est double du rectangle générateur. ( Ibid. ) ^ 

Réciproque. Si un plan coupe un cylindre , de manière que 
la section soit un rectangle double du rectangle générateur , 
cette section passe par l'axe. 

Car, si elle n’y passait pas, son intersection avec la base 
du cylindre ne serait pcûnt ya dtaniètre d< cette Jbase : or 
il est évident que cette section est nn rectangle de .jpême 
hauteur que le rectangle générateur ; donc puisque- , par hy- 
])otbèse , ce rectangle est égal au double du rectangle géné- 
rateur , leurs bases seront égales ; ce qui ne peut être qu’au- 
tant que le plan qui détermine la section , passe par l'axe du 
cylindre. • .. .. i 

PROPOSITION III. 

« 

Théorème. Si ton coupe un c6ne par un plan parallèle à 
sa hase, la section résultante est un cercle. (Géomét. Dé- 
linition II.) - 

Réciproque. Si ton coupe un cdne dé manière que la section pig. g 
résultante soit un cerclé qui ait son centre dans l'axe de ce ' 
cône, le plan qui détermine une telle section, est parallèle à 
la base. 

' En effet soit SAB un câne coupé par un plan , de manière 
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^ que la secUon DE soit un cercle ayant son centre O sur l’axa 
SC; je dis que ce plan est parallèle à la base AB. Car , si le 
plan DE pouvait être incliné à la base, son prolongement 
irait rencontrer le plan de cette base. Donc, si par un point 
quelconque K de l’intersection et par le centre O , l’on mène 
la droite KED , et si , par cette ioite et par l’axe SC , on 
conduit lin plan , son intersection aVec le plan de la base sera 
la droite KBA: pn aura donc dans le triangle ASB une ligne 
DE qui sera coupée en O par la ligne SC, de manière que^ 
AC : DO :: CB ; OE.d’oùt’on conclurait (Liv. III, Prop. XI), 
que KED est parallèle à AB : ce' qui est absurde. Donc , etc. 

\ 

Remarque. 

■A- ' J ' ' ( 

~ Il existe dans le cône oblique , que nous ne considérons pas 
ici , une section appelée anti— parallèle qui jouit de la pro— 

priété énoncée. • 

. , J.. ■ . . 

' . proposition IV. • ' 

. . ' .'*.*■ *J . . . 

Fig. 65. Théorème. La su/face convexe d’un tronc de c6ne , est égala 
à son côté multiplié par la circonférence _<f une section faite 
à égales distances des deux bases. (Géomét. Prop. VIII, 
Théor.) ’ 

Réciproque. Si Ton coupe un cône SAB par un plan DE ,■ 
de manière que la surface convexe du solide ABED , soit, 
égale au produit de BE par la circonférence' que détermine 
un plan conduit par le milieu de la perpendiculaire abaissée 
A un point quelconque du plan DE sur le plan de la base 
AB ; je dis que le plan DE est parallèle à la base AB. ^ 

En effet, si le plan DE n’est pas parallèle au plan AB , 
•oit K le point le plus élevé de ce plan ; par le point E, con- 
' duisons un plan parallèle à la base AB , et , de ce même point^ 
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abaissons EP perpendiculaire au plan AB. Soit M le miliett 
de EP, et, par ce point, conduisons un plan qui détermine 
le cercle FG. Nommons S la surface convexe du solide ABED, 
et S' celle du cône tronqué ABEK : on aura, par hypothèse, 
S = EBxFG, et, en vertu de la directe , S'=EBxFG. 
D’où l’on conclurait £ = S' : ce qui est absurde. Donc, etc. 

• 

Remarques. 

\ « 

♦ 

I. La proposition VIII (Théor.) admet une réciproque dont 
la démonstration est indiquée par l’énoncé. 

II. On se convaincra sans peine que la proposition XII 
(Théor.) ne donne pas lien à réciproque. 

III. Le théorème compris dans le problème de ^ propo- 
sition XIII , admet une réciproque que l’on démontrera très- 
facilement ab absurdo. 

IV. La démonstration de la réciproque de la proposition 
XVIII (Cor.) est analogue à celle que nous venons de donner 
de la propositîoji VIII. (Théor.) 

V. On discutera facilement les énoncés réciproques de ceux 
des propositions dont nous ne faisons pas mention. . 
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RECUEIL 

DE THÉORÈMES ET DE PROBLÈMES. 


Sur les Lignes et sur les Triangles. 


mener 


P ROBLÈME (1/ Deux droites et un point étant donnés, ; 
par le point une ligne qui aille passer par le point de concours 
des deux droites. 

Fig. 66. Soient CD , EF les deu?c droites qui concourent , et A le 
point donné. On mènera EC, FP parpllèle^ entre elles , on 
joindra A et E j puis par E on tirera FB parallèle à EA , et 
égalé à la quatrième proportionYielle aux droites EC , FD et 
EA; la droite AB prolongée ira passer par O. Cette cons- 
truction donne les proportion# 


EC:FD::EO:FOt 
EA ; FB :: eo ; FO j 


FD ; EA ; FB. 


Fig. 67, 


Ce procédé est utile lorsque , dans le développement co- 
nique , les méridiens se rencontrent fort loin du centre de la 
carte ; nous laissons au lecteur à l’étendre au cas où le point 


carte ; nous laissons au 
A serait donné entre les droites EF , CD. , ^ 

On trouve dans le n“ 8 de la Correspondance sur t École 
Impériale Polytechnique , cette solutiorittrès-commode , en 
ce quelle n’exige que l’usage de la règle. Le point A donné 
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étant entre EF, CD,*on mènera par A deux droites quel- 
conques gAh,fA.k , puis les droites hf et kg qui , prolongées , 

•e couperont en par l on mènera la droite quelconque In, 
qui rencontrera EF en m ; on joindra km , gn qui se cou- 
peront en B, et la ligne AB prolongée ira passer par le point 
de concours des droites EF , CD. 

Si le point A est hors de l’angle des deux droites , on mènera 
' par ce point deux droites quelconques Ak , Ak qui couperont 
EF dans les pointsy et g; : on joindra gh , fk qui se couperont 
en / ; puis on tirera Alm qui rencontre EF en n : les droites pjg gg. 
hm , mg} mf, kn se rencontreront en B et I , et les trois points 
I , A, B seront sur une droite qui ira passer par le point de con- 
cours des droites EF et CD. 

Nous laissons à chercher les raisons de ces constructions. 

Théorème(lj. Si, à partir du sommet A d'un triangle ABC, Fig. 69. 
on divise les côtés contiguf AB , AC, en parties proportion- 
nelles , de manière que l’on ait 

AD : AE v.DF : EG :: fhi gi :: hb : ic, 

et qu'on joigne les point B et C avec les points de division 
correspondons , par les droites BE et CD , BG et CF, Bt 
et CH, toutes cas droites se couperont deux à deux sur la 
ligne menée du sommet du triangle au, milieu de la base. 

En effet, soit M le milieu de la base BG : par le point M 
et par le point O menons MO ; je dis que cette droite va passer 
par le point A. D’abord DE sera parallèle à la base BC , puis- 
que de la suite de rapports égaux donnée, on tire 

AD: AE::DF+FH-f-HB ou DB : EG-f-GI-f- IC ou EC. 

Cela posé, soit la ligne MO prolongée jusqu’en K : les 
triangles OBM, OKE semblables donnent ^ 

' ! • 

BM : MO :: ek : ko -, 


*■ 


c 
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dés triangles semblables OCM , OKD? on déduit 

CM : MO :: dk ; ko. 

L’^alité des conséquens de ces deux proportions, donne 
eette proportion entre les antécédens , 

BM ; CM ;; EK‘: DK ; 

donc DK = KE ; donc la ligne MK prolongée passe par le 
point A. On prouvera de la même manière que les droites BG , 
CF, ainsi que les droites BI, CH se coupent sur la ligne AM. 

Corollaire I. Il suit de là que les droites AD , BE, CF, 
menées des trois sommets d’un triangle ABC aux milieux des 
côtés opposés , concourent en un même point O. 

On peut encore démontrer directement cette proposition 
comme il suit. ' ^ -, . 

Problème! n) Soient D, E, F les milieux des trais côtés 
d’un triangle quelconque ABC ; formons le triangle DEF ; 
soient G, H, I les milieux des trois côtés de ce nouveau 
triangle , qui donnent le triangle GHI ; formons de la même 
manière un troisième triangle KLM , et ainsi de suite ! on 
demande un triangle dont la surface soit la limite de la somme 
des surfaces des triangles DEF, GHJ , KLM, etc. formés de 
cette manière. 


Nommons S , S', S", S", les surfaces des triangles ABC , 
DEF, GHI, KLM, etc. désignons par b la base 6C du 
triangle ABC, et par h sa hauteur : il est facile de voir 
qu'on aura successivement 
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S' ü" etc. 


a 

'LL 

^X(i + * + ^+etc.) 


i + ïV + ù + ®^®* 

Or (Alg. , 1" Sect. , Ch. XVI), la liiqife de la série 
i + Të + Fî + îÎT + etc. est^; donc 


S ' _3 

et , ■ 

S : S' 4- S* + S" + etc. :: 3 : 1. 

• * • 

Si maintenant nous divisons la base BG en trois parties égales, 
il est évident que chacun des triangles ABN, ANR, ARC ré> 
soudra la qumtion proposée. 

Corollaire J. Menons les lignes AD, BE, CF : elles passeront 
par les sommets des triangles successifs DEF , GHI , KLM , etc. 
et le dernier de ces triangles est un point j'donc les lignes me- 
nées des sommets, des trois angles d’un triangle , aux milieux 
des côtés opposés, se coupent en un point. , 

Nous donnerons une autre démonstration de cette propo- 
sition. 

A, B, C étant les trois sommets d’un triangle, D, E, F Fig. ;o. 
les milieux des côtés opposés , AD , CF se rencontreront en 
un point O , et il reste à prouver que la ligne BOE sera droite. 
Menons ED qui rencontre CF en K; les triangles semblables 
BOF , EOK donnent la proportion 

BO ; BF eo : EK, 


et multipliant les conséquences par 3 , 

BO sBF Ou BA ;; EO : sEK ou ED. 

4. 
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Donc les triangles AOB , DOE sont semblables ; donc l’angl» 
AOB est égal à l’angle £OD : conséquemment la ligne BO£ 
est droite , puisque la ligne AD est droite. 

CorolLôre I. De la considération des triangles semblables 
AOB, ODE, on déduit,OD = iAO=§ AD ; donc AO = f AD. 
Pareillement OE = ïOB=jB£, et BOrxfEB; FO = j OC 
= JCF, et CO = f CT. 

Fig. 70. Théorème' II] Soient D, E , F ks milieux des trois côtés 
d’un triangle quelconque ABC ; si ton mène les droites AD ^ 
BE , CF qui se coupent en O, la somme des quarrés des trois 
distances AO, BQ , CO, serais tiers de.lasomme des quarrés 
des côtés AB, AC , BC, c'est-à-dire qu’on aura 

, ÂÔ*+ BÔ‘+ CO*= ^ (ÂB*+.ÂC*+ BC). 

En effet , les points D , £ , F étant , d’après l'hypothèse , 
les milieux des côtés BC, AC, AB, on aura successivement 

•U 

ÂB' + ÂC = dBD‘+ 2 Âd‘ 

AB* + BC*= 9ÂÊ’+ ÜBË* . f . . 

Âc’ + BC’= âÂF*+ âCF.* 

Ajoutant ces trois égalités membre à membre , et divisant 
par a les deux membres de celle qui en résulte, on trouvera 

ÂB*-f- Âc‘+ BC = BD*-f ÂË*+ ÂF*-f ÂD*-4- 61*+ CF., 

"'Il 

Or on a trouvé (Probl. Il, Corollaire I.) 

AO = • AD P ’ f AD =; a AO 

' BO =|BE V d’où ) BE =|BO 

CO = fCF‘) CF =3 CO: 

d’ailleurs ' . 

BD = iBC, AE = iAC, AF = i AB ; . 

* 
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la substitution dfe ces y^urs dans l’égalité précédente , donne , 
après les réductions, la propriété énoncée. 

CoToll. J. De l’égalité qu’on vient de démontrer , on déduit 
celle-ci : 

DÔ + ËÔ'4- FÔ*= * + ÂC V BC ) . 

Si le triangle ABC était équilatéral , on aurait 5 DO = AB , 

. d’où AB = laDO, ce qui fournit cette proportion 

AB : DO :: i/ia : i , 

que nous démontrerons en partant d'autres principes. 

Problème^ Illj Etant données trois droites de position , que 
notis supposons 4e rencontrer deux à deux, et un triangle , 
construire, i“. un triangle équiualent; a“. un triangle sem- 
blable , sous la condition que chacun des sommets soit situé 
sur chacune des lignes. 

1*. On mènera entre deux des lignes données, une transversale 
égale au côté pris pour base du triangle donné , puis en un 
point quelconque de cette transversale , ayant élevé une per- 
pendiculaire égale à la buteur du triangle , on mènera par 
son extrémité une parallèle à la transversale, qu’on prolongera 
jusqu’à 4 a rencontre de la troisième ligne donnée : joignant le 
point avec les deux extrémités de la transversale , on aura le 
triangle cherché ; en effet ce triangle a même base et même 
hauteur que le triangle proposé , et de plus ses trois sommets 
sont sur les trois lignes. 

a*. RS, ST, TR étant les trois lignes données, on fera 
^le triangle NnQ égal au triangle donné; puis menant la droite 
RQ prolongée jusqu’à la rencontre de ST en P , on tirera les Fig. 7a. 
\ parallèles PM , Pm à QN , Qn , et joignant m , M , le triangle 
mMP sera celui qu’on cherche ; car les triangles nQN, mPM ont 
les angles égaux P et Q entre deux côtés proportionnels. 
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On obsenrera qne la qnestion d# con<tnûre nn triangle 
équivalent à un triangle donné , sous la condition prescrite 
dans l’énoncé, n'est impossible que dans un seul cas. 

Théorème III trois hauteurs d’un triangle quelconque , 
concourent en un même point. 


Ti%. ’3. Soit ABC un triante quelconque -, des points B et C, abais- 
sons les perpendiculaires BQ, CP sur les côtés opposés, et 
soit O le point de rencontre de ces deux droites ; menons 
la ligne AOR ; je dis que cette ligne est perpendiculaire au • 
côté BC. En effet, si sur BC et AO comme diamètres, nous 
décrivons deux cercles , chacun d’eux passera par les points P 
et Q (Géom. , Liv. II , Prop. XVIU , Cor. II). Joignons QP ; 
l’angle PAO ou BAR = PQO ou PQB : or PQB = PCB ; donc 
BAR = PCB. Or les triangles BAR , CPB ajant deux angles 
égaux chacun à chacun , savoir BAR et PCB ; ABR et PBC ; 
les troisièmes le sont aussi ; donc ARB = BPC ; ainsi l'angle 
ARB est droit. Donc , etc. 


Voici une seconde démonstration de la même proposition, 
fig, > 3 ; Soit O le point d’intersection des deux perpendiculaires AR , 
BQ ; soit O' (*) celui des perpendiculaires CP , AR : tout se 
réduit à prouver que OR = O'R. Or le triangle BQC étant 
semblable et au triante BOR et ^ triangle ARC , ces deux 
derniers sont semblables, et donnent la proportioa 


d’où 


BR : AR :: OR : CR, 
BR X CR = AR X OR. 


Des triangles semblables CO'R , ARB , on tire 
BR : AR :: O'R : CR; 


I 


(*) On n’a pas place k point O' dant la figure, parce qu’il est ùkîIc 
s« k lepicsenter. 
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don* 

BR X CR = AR X O'R ; 

ces deux égalités donnent OR = O'R. D’où il suit que 
les points O et O' sont un seul et même point. 

On sait (Géom. Liv. II 7 Prob. XV, Schol.) que les trojs 
lignes qui divisent également chacun des trois angles d’un 
triangle , concourent en un même point , savoir au centre du 
cercle inscrit. Le centre du cercle circonscrit jouit aussi d’une 
propriété semblable ; il est le point de concours des trois 
perpendiculaires élevées sur les milieux des trois côtés. 

Il existe entre ces deux propositions et celle que noq^ ve- 
nons de démontrer, une Cliation remarquable. Soit ABC le 
triangle donné , et soient a , é , c les milieux des côtés res- 
pectivement opposés aux angles A, B, C. Formons avec 
ces points le triangle ahc , qui aura ses côtés parallèles à 
ceux du triangle ABC ; donc les perpendiculaires élevées sur 
les milieux a, b, c des côtés du triangle ABC , deviendront 
des perpendiculaires abaissées des sommets a , é , c du trian- 
gle abc sur les côtés opposés. Si donc l’on veut démontrer 
primitivement que les perpendiculaires élevées sur les miUeux 
des côtés du grand triangle , concourent en un même point, 
on sera ramené à démontrer le concours des perpendiculaires 
abaissées des sommets du petit triangle' sur les côtés opposés. 

Or avec les, pieds b', c' de ces dernières, foftnons le^ 
triangle o'ô'c'; sur les côtés ab, ac , bc, décrivons les demi- 
circonférences ab'a'b, ac'a'c, bc'b'c : elles passeront par les 
points b', a' \ c, a' ) b', c', (Oéom. , Liv. II, Prop. XVIII, 

Cor. II). Cela posé,^les angles a</b' et abb' sont égaux; il en 
est de même des angles adç'* acc'. Mais les triangles ablf, 
acc' ayant l’angle a commun et chacun un angle droit, il * 
s’ensuit que l’angle abb' ■= acc' } donc aussi oo'ô' =aa'c'. Ou 
prouverait de même que l’angle tô'o' = bl/ c' , et ccV = cc'ô' j > 
donc les lignes ad , bb', cc' divisent en deux parties égales 
les angles du triangle a'b'c', et conséquemment «lies concou- 
rent en un même point. Donc, etc. 
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La difliculté serait donc réduite à faire voir que les lignes qui 
divisent également les trois angles d’un triangle, se coupent 
eu un seul point, ce qui est démontré. 

Remarquons que ce point , et ceux qui sont; les concours 
des perpendiculaires élevées, -des perpendiculaires abaissées , 
et des lignes menées des sommets des angles d’un triangle aux 
milieux des côtés opposés , sont confondus en un seul dans le 
triangle équilatéral. On s’assurera Sans peine que , lorsqu’il 
s’agit d’un triangle isoscèle , tons ces points sont situés sur la 
‘ hauteur de ce triangle. 

Tlrforème[lVj Mais, indépendamment de toute forme par- 
ticulière du triangle , les trois derniers points mentionnés , 
c’est-à-dire , le centre du cercle circonscrit , le point commun 
des trois hauteurs , celui des trois lignes menées de chacun 
des angles au milieu du côté opposé , sont toujours en ligne 
droite. 

Fig. ;5. Supposons que des sommets A et B on ait mené deux lignes 
quelconques AO , BM , intirieures au triangle ; qu’on ait joint 
ces sommets avec les milieux G et H des côtés BC , AC ; et 
qu’enGn , par G , H , on ait mené les lignes GF , HF respec- 
tivement parallèles à AO , BM , je dis que les trois points 
D, E, F seront en ligne droite. 

En effet , les deux triangles BDI , HFK semblables à cause 
*de HF parallèle à BM , et de GF parallèle à DI , donnent 
la proportion 

DI : FR :: bi : hk. 

Les deux triangles HKG , AIB semblables , parce que GH 
. est parallèle à AB , et que GR l’est à AI , donnent 

Bi : HR :: ai : gr. 

Cès deux proportions ayant uù rapport commua , fournissent 
la suivante ; 

DI : FR ai : GR. 
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Des deux triangles AEI, EK.G semblables, parce qu’ile 
ont tous les côtés* parallèles , on déduit • 

AI : GK El : EK. 

Mais cette proportion et la précédente ayant encore Is 
rapport commun AI ; GK , donnent la suivante : 

DI : FK :: El : ek , ou di ; El :: fk ; EK. 

• 

L'angle FKE étant égal à l’angle EID , on peut conclure que 
les deux triangles EKF, EID sont semblables, comme ayant 
un angle égal compris entre deux côtés proportionnels; donc 
l’angle FEK = HED; donc FED est une ligne droite (♦). 

Qu’on suppose maintenant que les deux droites BM, AO 
deviennent perpendiculaires sur AC, BC ; leurs parallèles IIF,' 
GF deviendtont des perpendiculaires*sur les milieux des côté» 
AC , BC ; les lignes AG , BH ne varieront pas de position j 
mais alors la perpendiculaire menée du Itoisième sommet C 
sur le côté opposé AB , passera par le point de concours des 
deux autres; il en sera de même dé la troisième perpendi- 
culaire élevée sur le milieu de BC, par rapport aux déirx au- 
tres , ainsi que de la ligne menée de C au milieu de AB ; et , 
dans ces hypothèses particulières , les triangles employés pré- 
cédemment, restant semblables, on aura les mêmes propor- 
tions et la même conclusion par rapport aux trois points de 
concours de ces nouveaux systèmes de lignes. Donc , etc." 

Théorème jv| Si d’un point quelconque pris dans P intérieur 
d’un triangle équilatéral, on mène des perpendiculaires sur 
les trois côtés , leur somme sera égale à la hauteur du 
triangle. 

Joignant le point O^avec les points A, B, C, on a 


(*) J’ai résolu auiremenl cette question dans mes Éiémens de Ge'ome'tri» 
analytique. 

S 


Fig. 76. 
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surf. 

AOB = AB X i RO 

et 

surf. 

AOC = AC X X QO 


surf. 

BOC = BC X iPO. 


Ajoutait ces trois égalités membre à membre , et obser- 
vant que , par hypothèse , AB = BC = CA , il viendra 

surf. ABC = BC X i (RO -f* QO + PO) : 
or, on a d’autre part, surf. ABC == BC X ïAH j donc 
RO -f- PO -f QO = AH. 

A cefte occasion, nous nous proposerons la démonstration 
de cette propriété : si des trois sommets d’un triangle, on 
abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés, les trois parties 
de ces perpendiculaires entre le point de concours et les som~ 
mets , valent en somme lef diamètres des cercles inscrit et cir~ 
conscrit, s 

Fig. 71. Théorème [Yli iSt^ans le triangle AD C , on joint le som- 
met D avec le milieu E de AC, et qu’on divise DE en 
deux parties égales en I, la droite AIR donnera 

DR='^DC,d’oà CR = %DC=:\.^==£^, 

Ce théorème n’étant qu’un cas particulier du suivant, nous 
en laisserons la démonstration directe à rechercher. 

Fig, -O. ThéorèmejVnj Si par un point quelconque O de la droite 
BE menée du sommet B au milieu de la base AC, on tire la 
droite COF , et que par F on mène à AC la parallèüe FD , 
les trois points A, O , D sont en ligne droite. 

Pour le prouver , menons ¥f, Dd parallèles à BE , et on 
aura par suite de la construction, Ey= Ed, à cause de 
• FL = LD ; donc Af = Cd. Or puisque la ligne COF est 
droite, on a 

C/: F/:: CE; eO; 

en supposant que la droite AD coupe BE en un point x 
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différent de O , on a , en outre ' 

Ad : Dd AE : Ex." 

Mais le» trois premier* termes de cette seconde proportion 
sont égaux aux trois premiers termes de la précédente *, donc 
Er = EO. ' 

Maintenant posons AE — m , AF — p , FB r= ^ , EB = h ; 
les triangle» semblables ABE, AF^donneront 


F/: 


JL., 

P+<7 P-l-9 


et les triangles semblables F^C , OEC donneront 
EQ = 


D' où. il suit que si on a EO = OB = j ù , ce qui est l’hypo- 
thèse précédente , on trouvera 

- = -JP—. 

â p+'.tq' 

donc pT=iq , ou AF = aFB , et par suite , CD = aDB. 

Problème/ IVy Etant données deux parallèles FG , Ah , 
on propose de mener par B une ligne BA , telle que la diffe- 
rence EA-^BE soit égale à une ligne donnée. 

Par le point B je mène la droite BK sous une po.sition 
arbitraire , et je prends CI = BC ; par I je mène IH parallèle 
à AL : d’un point O quelconque et d’un rayon égal à la ligne 
donnée , je décris un cercle ; je mène le rayon OM, puis BA 
parallèle à OM , ensorte que BA sera la ligne demandée. En 
effet, PI parallèle à EC donne , ^ 

or BC = CI , donc BE=EP , EA — BE = EA— EP = PA 
= OM — la ligne donnée. 
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Si le point B est d’une position telle , que le point I tombe 
en K , alors la ligne AP est nulle et la question est impos- 
sible , puisqu’alors B£ = £A. 

Si le point B est en B', de sorte qu’ayant pris CI' = CB', là 
J parallèle l'H' laisse le cercle de OM au-dessous d’elle , on a 

E'A' — £'B' = E'A' — E'P' = FA' > OM , 
et alors la question est encore impossible. 

Remarque. 

On observera qu’il serait plus simple de mener la ligne BK 
ou BO perpendiculairement aux parallèles , et de décrire de 
O , comme centre , une demi-circonférence avec la différence 
donnée. • 

Problème! V| On donne deux lignes AB, CD qui se rap~ 
prochent , mais qu’on ne peut prolonger jusqu'à leur concours , 
et on propose de diviser également P angle que doivent faire 
ces deux lignes à leur point de rencontre. 

Joignant deux points quelconques A et C de ces lignes , 
on divisera également les angles BAC , DCA par les lignes 
Fiç. 78. AO , CO qui se couperont au centre du cercle inscrit au 
triangle , ensorte que comme les perpendiculaires OF sur CD 
et OG sur AB sont égales , le point O sera l’un des points 
de la droite cherchée : pour en avoir un second point , par les 
' droites HO', lO', on mènera une transversale quelconque HI , 
• puis divisant les angles BHI , DIH également , on mènera la 

droite OO' qui résout la question. 

Fig. 79 - filtre solution j On peut par A mener une parallèle AM 
à CD , diviser l’angle K AM en deux ‘parties égales par la 
droite AC , et élever sur le milieu de AC une perpendiculaire 
qui résoudra la question, 
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Problème('Vlj Étant donnés la base AB d'un triangle, su Fi; 
hauteur AC et le rectangle AC AE des deux autres çâtés, 
construire ce triangle. 

Ayant disposé les droites AB, AC à angle droit", on éleyera 
sur le milieu D de AB, une perpendiculaire, que l’on, coupera 
en quelque point G , de manière que AG = AF =~ AE. Pui», 
du point Ç, comme centre, et avec AG comme rayon, pn 
décrira un cercle AMBKI ; enfin , par le point C menant la 
ligne CIK parallèle à AB, et joignant l’un des points- d’inter- 
section avec A et B , on formera , par exemple , le triangle 
lAB qui est celui qu’on cherche. Car d’abord il a la hauteur 
requise , puisque la perpendiculaire IL abaissée du point I sur 
^ AB , est égale à AC j en second lieu , menons le diamètre IGM 
et joignons MB : les triangles semblables lAL , IMB donnent 


Soi 


IL ; IA ; : IB : IM , d’où I A x IB = IL X IM r= AC X AE -, 


On observera qu’on peut toujours changer le rectangle donné 
des deux autres côtés dans celui de la hauteur par une autre 
ligne. 

Problème^VIL Étant donnés hi base , la hauteur et le rap- g,. 
port de deux autres côtés d’un triangle , construire ce triangle. 

Soient BD la base , II la hauteur données , et supposons que 
les deux autres côtés du triangle cherché , soient entre eux 
” S : I\. Divisons BD au point E, de manière que l’on ait 
BE ; ED “S ; R, et par ce même point E menons uns perpen- 
diculaire à BD. Ayant fait EHr=H, prenons El — r^ i 

EH 

par le point C milieu de BD, menons ACM parallèle à HI, 
et sur El comme diamètre, décrivons un demi-cercle ELMI 
qui coupera ou qui touchera la droite AM. Enfin par nn des 
points d’intersection M, ou par le point de contact, et par 
le point E , menons une droite qui coupe en N la parallèle 
FG à BD menée par le point H j je dis que NBD sera le 


e 


t 
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triangle cherché. Gar les triangles semblables NHE , IME 
donnent * 

ne:ie::he:em, ou nexem=iexhe=bexeDj 

donc (Récip. Liv. III, Prop. XX) les quatre points B, N, 
D, M, sont sur une même circonférence dont le centre est sur 
AM ; donc l'arc BM =MD , et conséquemment l’angle BNE = . 
END; donc (Géom. Liv. III , Prop. X'VII) BN : ND :: BE 
: ED s ! R. De plus, la hauteur NO du triangle BND est 
égale à EH , c’est-à-dire à H. 

On voit quelle restriction il faut mettre ’à l’énoncé , pour 
que ce problèrne soit possible. 

Problème ^VIIl) Étant données la base , la hauteur et la* 
somme des deux autres côtés d’un triangle , construire ce 
triangle. 

Fig. 8a. Soient BD , DF et BE la base , la hauteur et la somme 
données ; du point B pris pour centre et d’un rayon égal à BE , 
décrivons un arc indéhni HEZ. Sur le prolongement de DF , 
perpendiculaire à BD , prenons FG = FD , et par les points 
D et G faisons passer un cercle tangent au cercle HEZ (*) ; 
le centre A de ce cercle se trouvera nécessairement sur la 
perpendiculaire FA à DG élevée au point F, et le triangle 
• ABD sera Celui que l’on demande. Car (Géom. Liv. II, 
Prop. XIV , Cor. ) , la ligne BAH = BE étant droite , on a 
AB-}-AD = BE. D’ailleurs la hauteur AC = DF. 

Problème /IX| Étant données la base , la hauteur 'et la 
différence des deux autres côtés d’un triangle , construire ce 
triangle. 

lig. 83. Soient BD, DF, BE.la base, la hauteur et la dilFérence 
données. DF étant perpendiculairè" à BD , on prendra sur son 
prolongement FG = DF. Par les points D et G , on fera passer 


■(") Ob trouvera plus loin la solution tle ce problème. 

0 

\ 
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un cercle tangent à celui qui a pour rayon BE ; et si A est 
le centre de ce cercle , ABD sera le triangle demandé. 

Problème^Xj Étant donnés la base, la hauteur et l’angle 
du sommet d'un triangle « construire ce triangle. 

Soient AC la base donnée , CF la hauteur donnée , et Z Fig. 84. 
l’angle du sommet du trianglb cherché. Au point A , faisons 
l’angle BAC complément de l’angle Z; par les trois points 
A , B , C faisons passer un cercle , et par le point F extré- 
mité de la hauteur CF perpendiculaire à AC , menons FG 
parallèle à AC; joignant GA et GC , GAC sera le triangle 
requis. On examiner:^ les deux cas de l’angle Z droit et obtus. 

Problème (XI^ Étant donnés la base, t angle' opposé et la 
somme des deux autres côtés d’un triangle , construire ce 
triangle. 

Soient AB la ba.se donnée et PQ la somme des deux autres pjg gj, 
côtés ; soit Z l’angle donné. On décrira .sur AB un segment 
AMB capable de l’angle Z; point iSI milieu de l’arc AMB, 
comme centre , et avec un rayon égal à MA on décrira un 
cercle que l’on coupera en K par un arc décrit du point B 
comme centre , avec un rayon =: PQ : enfin on joindra 
qui rencontre en C l’arc AMB, et CAB 'sera le triangle re- 
quis, En effet (Récip. Liv. II , Prop. IX) , l’angle ACB aya’nt 
pour mesure l’arc AEB , est double de l’angle AKB ; donc le 
triangle CKA eït isoscèle et donne CK. = AC : de plus, en 
vertu de notre .construction , l’angle ACB = Z. 

Nous observerons que, dans le cercle AEBK'K , la plus ^ 
grande corde étant le diamètre BK', le périmètre du triangle 
isoscèle BMA, sera toujours plus grand que celui de tout autre 
triangle BCA, et qu’il sera un maximum absolu entre les 
contours des triangles construits d’après l’énoncé. 

On pourra s’exercer à résoudre cette question qui a de 
l’analogie avec la précédente : Etant donn^ la base , l'angle ' 
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opposé et la différence' des deux autres côtés d’un triangle, 
construire ce triangle. 

Fîg. 86. Problême(XIlj Étant données les longueurs des trois lignes 
AM, BM', CM" menées des sommets des trois angles d’un 
triangle aux milieux des côtés opposés , construire le triangle. 

Par le point A menons AD, AE respectivement parallèles 
aux droites BM', CM" ; à cause de? triangles semblables BOM, 
DAM J COM, EAM et de MO = i AO, on aura (p. 76, Cor.) 

DB =c BC = CE ; 

et les triangles semblables ADC , M'BC •, ABE , M"BC don- 
neront 

AD = aBM', AE = aCM". 

Ainsi, dans le parallélogramiJie DAEF dont les côtés AD, AE 
sont doubles de BM', CM", la diagonale AF sera double de 
AM (Géom. Liv. I, Prop. XXXII). Si donc on construit un 
triangle ADP dont les côtés soient doubles des trois lignes don- 
nées , et qu’ayant achevé le parallélogramme ADFE , on di\ise 
DE en trois parties égales DB , BC , CE , le triangle BAC sei a 
celui qu’on cherche. 

< 

Théorème fFITl) Nous placerons ici une démonstration tout- 
à^fait neuve de la propo.sition du quarré de l’hypoténuse i elle 
a sur toutes celles dont on est en possession , l’avantage de 
n’exiger que la connaissance des principes di^ premier livre de 
la Géométrie. ^ 

Fig. 87. Soit ABC un triangle rectangle en A : sur les trois côtés 
de ce triangle , construisons les trois quarres BCMN , ACDE 
et AHIB : par les points B et C , menons BP , CP parallèles 
aux côtés- AC, AB; ces lignes seront les prolongemens des 
côtés BI et CD , et le triangle BPC ainsi construit , sera égal 
au triangle ABC. Des points M et N , abaissons sur les pro- 
longemeos de GP et BP , les perpendiculaires MQR , ^RS . on 
' formera de cett«nanière , trois triangles QMC , RNM , SBN 
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égaux chacun au triangle PCB , et le quarré BCMN de l’Hy- 
poténuse se composera de ces quatre triangles et du quarré 
PQRS. Prenons d’abord AF z= AH = AB , et achevons le 
quarré AFGH, puis CK. = AB , et par le point K menons 
KL parallèle à AEj enfin prolongeons GF jusqu’à la rencontre 
de KL en O , et joignons KD , KG. La figure HCDEIFG qui 
est la somme des quarr^s formés sur les côtés AB, AC, sera 
aussi décomposée dans les quatre triangles HGK, GKO, KLD, 
KCD égaux au triangle ABC, et dans le quarré EFOL^qui est 
égal au quarré PQRS, puisqu’ils ont l’un et l’autre pour côté 
AC — AB. Donc le quarré de l’hypoténuse est égal à la somme 
des quarrés construits sur les deux autres côtés. 

Remarques. 


On peut parvenir à la même conclusion, par la construction 
que nous avons faite dans le quarré BCMN , en supposant 
la mesure des surfaces. Car la surface du triangle CPB étant 


CPxBP CPXAC ABxAC ^ ^ 

= = , et celle'du quarré PQRS 

étant égale à (AC — AB)*, la surface totale du quarré BCMN 
sera 


flAB X AC ri- (AC — AB)* = AC ■+■ AB*. 


ïiorsque le triangle rectangle ABC e.st isoscéle, le quarré 
PQRS est nul^ ainsi taire du quarré fait sur Ihypoténuse d’un 
triangle rectangle isoscéle , est quadruple de celle de ce triangle. 


Théorème |IX| Les deux lignes BF , CE, ainsi que la 
perpendiculaire AD abaissée du sommet de t angle droit d’un fjg, gg. 
triangle rectangle ABC, sur l’hypoténuse BC , se coupent en 
un seul point O. 


AF, AE sont deux quarrés construits sur les côtés AC , AB 
de l’angle droit. Soit O le point d’intersection de CE avec 
AD; je dis que BF coupera la perpendiculaire- AD au même 



r 
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point. Car si elle la coupait en Ô', à cause de FH perpen- 
diculaire sar BC , on aurait la proportion 

BH : FH :: bd : DO' ; 

mais le triangle FCH est égal à ADC , parce que l'angle 
CFH = BAD = ACD. II en est de nfême des triangles ABD, 
£BG , EG étant perpendiculaire sur BC : on a donc 

CH = AD, FH = CD, GB = AD, EG = BD. 

Mettant donc pour BH et FH leurs valeurs dans la propor- 
tion précédente , on aura 

BC -f-*AD : CD :: bd : do'. 

Les deux triangles EGC et ODC donnent aussi la pro- 
portion 

CG : CD :: ge : do, 

laquelle , en substituant à CG et GE leurs valeurs trouvées 
précédemment , devient 

CB + AD : CD :: bd : do. 

On a donc DO' = DO. Donc, etc. 

ThéorèmefXj Démontrer les deux formules , 

'bc'~ ~ÂB + O.AD X ad. 

89- Sur les trois côtés du triangle AJ|C , je forme des quarré.s , 
et de chacun des angles A, B et C,je mène des perpendi- 
culaires sur les côtés opposés, prolongées jusqu’en M , Q et 
P : on sait que ces perpendiculaires se coupent en un point 
R. Les deux triangles ABE, KBC étant égaux, les rec- 
tangles BIME , KBDP dont ils sont les moitiés , seront aussi 
égaux; il en sera de même des rectangles IMFC, GQOC. 
Le quarré construit sur BC est donc égal aux deux rectau- 


% 
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gles BP, CQ; mais ces deux rectangles valent la somme des 
qucflrés faits sur BA , CA , moins celle des rectangles DP^ , 

OQ'. II reste à faire voir que DP' + OQ'=aABX AD, ou 
seulement que DP' = OQ', puisque DP = AB X AD. Or les 
triangles semblables AOB , ADC donnent la proportion 

AD AO :: AC : AB, 
d’où AD X AB = AO X AC, bu DP' = OQ'. 

Il ne sera pas difficile de prouver le second cas de la pro- 
position. Cette démonstration a l’avantage de ressembler à 
celle qu’a donnée l’auteur, dans le cas du triangle rectangle. 

Remarque. 

Lorsqu'il sera question de la pjratnide triangnlaire , nous 
démontrerons sur le quarré de l’aire de la face opposée à l’angle 
trièdre droit, comparé aux quarrés des aires des trois autres 
faces, un théorème analogue au quarré de l'hypoténuse. 

Problème /XIII j Élever une perpendiculaire à l'extrémité A 
d’une droite AB qu'on ne peut prolonger. . 

Du point A on prendra sur AB quatre parties égales; du 
point B comme centre avec cinq de ces divisions comme Fig. qo. 
rayon , on décrira un arc qu’on coupera en C par un autre 
arc décrit de A comme centre avec trois des mêmes parties. 

La ligne AC sera la perpendiculaire cherchée. 

Théorème ÎXlJ Si des deux centres A et B, et avec les rayons 
AP , AQ, on décrit des arcs qui se coupent enP et p, Q et q, f jg g,, 
les points (?> •P> P, s'* ligne droite; a“. les droites AB 

et Pp ; AB et Çq couperont à angles droits en deux parties 
égales au point M, et les parties QP , qp seront égales. 

1°. Tous les Cotés des triangles APp, BP/j étant égaux entre 
eux par construction , l’angle APp sera égal à l’angle BPp ; on * 

aura de même l’angle APQ égal à l’angle BPQ ; donc 

APp + APQ = BPp 4- BPQ : 
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mais la somme de ces quatre angles est égale à quatre angles 
droits, puisqu'elle est égale à celle des angles des triartgles 
APQ, BPQ; donc . . ; . . 

APp + APQ = zangl. droits = PPp -f- BPQ ; 

donc la ligne QPp est droite. On démontrera de la même ma- 
nière que la ligne Vpq est droite. Donc , etc. 

2®. A cause de l’égalité des côtés des deux triangles APB, 
ApB , on a l’angle PAB égal à l’angle pAB ; mais on a encore 
l’angle APp égal à l’angle ApP ; donc aussi l’angle AMP est 
égal à l’angle AMp; donc ces deux angles sont droits, et la 
ligne Pp sera partagée en deux parties égales en M. On dé- 
montrera de la même manière que la droite Qq est divisée 
également en M par AB. Donc si de QM = qM , on retranche 
PM = pM , il restera QP = qp. Donc , etc. 

Corollaire. On aura donc QM = AQ — AM. 

Théorème (XII^ On a Hq + 1 ^'+ Pp:< PQ. 

t 

Car AQ = AP + PQ -f" sMP.PQ ; mais on a uMP = Pp. 
Fig- 91- Donc, etc. 

Théorème -XIII.I Oii a AQ = Ap -f- pQ — Pp X pQ- 

Car Aq = Ap-f- pq — apM X pQ ; mais apM =: Pp ^ 
donc, etc. ’ 

Fig. gr. Corollaire. Puisque pQ = pP-f-PQ, on aura 

pQ*ï= pP X pQ + PQ X pQî 

d’où . 

pQ*— pP X pQ = PQ X pQ. 

Substituant cette valeur dans celle de AQ qu’on vient de 
trouver , on obtiendra 

AQ = Ap -j- PQ X pQ , d’où AQ — Ap = PQ X pQ , 
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et de là on déduit cette proportion 

' pQ : AQ + Ap :: aq — ap : PQ; 

et après la substitution de AP pour Ap, et la transpositioa 
des extrêmes , on a cette autre proportion 

PQ : AQ -f AP :: aq — ap : pQ. 

On a donc cette propriété connue : 

Dans un triangle, quelconque , un côté quelconque est à 
la somme des deux autres côtés , comme la différence de 
ces côtés , est à la différence ou à la somme des segmens que 
fait sur ce côté la perpendiculaire menée de l'angle opposé, 
suivant qu'elle tombe en dedans ou en dehors du triangle. 

Problèrae/'Xrvi Dans un triangle équilatéral, inscrire un 
hexagonê régulier. ' 

On divisera là basé AB du triangle ABC en trois parties 
égales aux points c et ; ffes centres c et <2 et du rayon cd 
on décrira deux arcs qui se couperont dans l'intérieur du 
triangle en .'un point O; du même rayon et de ce point O 
pris pour centre , on décrira une circonférence qui coupera 
chacun des trois côtés du triangle équilatéral en deux points. 
Ces six intersections seront les six sommets de l'hexagone. 

Les élèves trouveront facilement la raison de cette cons- 
truction qui se fait au moyen du compas seulement. 

Les deux théorèmes suivans dus à M. Carnot, membre de 
l’Institut national, nous ramèneront à quelquespropriétés déjà 
démontrées : nous devons prévenir le lecteur, qu’ils exigent 
l’emploi des lignes trigOnométriques. ’ 

Théorème les trois côtés d’un triangle ou leurs 

prolongemens sont coupés par une transversale que/fonque in- 
dfinie , il y aura sur la direction de chacun des côtés du 
triangle , deux segmens formés par la transversal^ , et tels 
que le 'produit de trois d'entre eux , n’ayant aucune extré- 
mité commune , est toujours égal au produit des trois autres: 
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Les segmens des côtés du triangle ABC , formés par la trau»> 
versale ab, c’est-à-dire, les deux portions comprises entra 
Fig. ga. cette transversale et les sommets des angles placés sur la di-* 
xection du côté quelle coupe, sont 

Ac, Bc sur AB; Ai, Ci sur AC; aB, aC sur BC. 

On a donc , d’après l’énoncé , 

Ai . Ça. Bc = Ac. Ba. Ci (A) 

Par le sommet B, par exemple, menons une parallèle à 
AC , qui rencontre en k la transversale ai ; les' triangles 
semblables Aie, B/tc; Coi, Bai dopnent les proportions sui- 


vantes ; 

Ai : Ac Bi : Bc (i) , 

Ca l^Ci :: Ba : B/l.. (2) 


Si on les multiplie par ordre , et ^’on établisse l’égalité entre 
le produit des extrêmes et celui des moyens, on trouve la 
relation énoncée qui’ suppose essentiellement les trois points 
a, c, i en ligne droite. La démonstration a lieu, soit que la 
transversale coupe l’aire, ou qne , comme ae'i', elle passe 
au dehors. • 

Remarque J. 

Lorsque la transversale passant toujours par i , devient pa- 
rallèle à BC , les proportions (1) et (a) se changent dans les 
suivantes: » . <• - 

Ai : Ac :: Ci ; Bc, 

00 : Ci :: 00 : Ci, 

dont le r^ultat est la propriété connue ■ • . 

Ai : Ac :: Ci : b'c. 

TbéorèmelXVj Si par un point quelconque pris dans le plan 
d’un triangle , on mène sur chacun , des côtés une transversale 
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qui passe par V angle opposé , on obtiendra sur chacun de ces 
^6tés deux segmens , tels que le produit de trois d’entre eux 
Tl ayant aucune extrémité commune , sera égal au produit des 
trois. autres. i • 

U s’agit ‘donc de prouver qu’on a 

A.b . Ca. Bc = Ac. Ba . Cb (B) 

Ab, Bc, Ca, ainsi que Ac, Ba, Cb, étant des segmens non F g. 93 
contigus, ou qui n’ont ^oint d’extrémités communes. 

Les deux triangles AaB , AaC coupés, le premier par la 
transversale Ce , le second par la^ransversale Bb , donneront,' 
d’après le théorème précédent, 

AD . Bc . Ca = Ac . BC . oD , 

aD . BC . Ab = AD . Ba . Ci ; • 

s 

multipliant ces deux égalités membre à membre, et suppri> 
mant les facteurs communs, on trouve la propriété annoncée^ 

Remarque. 

Cette proposition a lieu soit que le point D soit pris dans 
l’intérieur du triangle , soit qu’il soit pris au dehors. 

Coroll. I. Si les trois lignes menées des sommets de chacun 
des angles , sont perpendiculaires sur les côtés opposés, on a 

Aé't cos BAC '.I AB • t ^ ^ Ab = AB. cos BAC 

Bc ; cos ABC : : bc • * f V Bc =* BC . cos ABC 

Ca î cos ACB ;; AC • 1 f .. = AC.cds ACB 

Ac : cosBAC AC : 1 f ° 1 Ac = AC. cos BAC 

Ba : cos ABC AB 1*1 f Ba = AB .cos ABC 

Ch ; cos ACB :: BC C 1 J ^ Cô = BC.cos ACB, 

« 

et substituant ces valeurs dans la relation (R) , on trouve , 
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après avoir supprimié les facteurs continuas , cette égalité par- 
faite , 

AB . AC . BC = AB . AC . BC. 

Donc cés trois perpendiculaires se coupent en un seul point. ' 

Corollaire II. Si les lignes menées des sommets divisent les 
angles en deux parties égales , on a les valeurs 


Fig. £)3. 


, Bé.sin^B _ Cc-sinjC _ Aa-sin^A 

Av — • 0 ’æJC i . n » taO SS . ^ j( 

* smB sin C 

Bé.sin ï B 


Ac ; 


sin A 

Cc-sin^C _ Aa-sinjA * 

— Ba= ' ' 

«sin B 


Ci; 


sinA ' ~ *sinB ' ' sinC 

dont la substitution dans (£) donne cette égalité identique 


Aa . Bé . Ce = Aa . Bé . Ce. 

* Donc les lignes qui divisent également chacun des angles d’un 
triangle , se coupent en un seul point. 

Il est facile de conclure de la relation (^B) , que les lignes 
qui , menées de chacun des angles , divisent les côtés opposés 
an deux parties égales , se coupent aussi en un point unique. 


Division des Triangles. 

il r 

Problème XV. Diviser un triangle eti deux parties qui - 
soient entre elles dans un rapport donné i*. par une ligne 
partant du sommet; a°. par une ligne parallèle à l’un des 
côtés. , ' 

1 ®. Si ce rapport est celui de m à n , et que la base du 
triangle soit b , en désignant le segment par x , on aura 

' > J. . ^b 

m n X '. 0 X , dou ; — . 

‘ m-f-Ti 

Si on voulait partager le triangle en trois parties qui fussent 
entre elles ;; m ; n : p , on aurait, en désignant l’un des 


i. 


■ Digitized by Coogic 


ET PROBLÈMES. 

segmens de la base par x , le second par y 


/ 



mb 


nb , 


m -f- n -f~ P ’ 


m -f- n + p’ 


a*. Les deux triangles ABC , DBE semblables donnent 


yaleutes eu surface, par des parallèles à AC, on aurait 


Bb = AB^j, Bi'=ABi/|, Bb"z=ABy'§, Bb"=ABy\. 


Problème XVI. Partager un triangle ABC en trois parties 
équivalentes, x" par des lignes qui partent d’un point donné sur 
un des côtés) a” par un point donné dans l’intérieur du triangle. 


en divisant le tiers de la surface ABC successivement par | AD 
et par j DC ; ensorte qu’en portant ces longueurs , à partir de H, 
sur la perpendiculaire HB à AC , et menant par chacune des 
extrémités des parallèles à AC , leurs rencoutres avec les côtés 
BA etBC , donneront les points e et e'. 


là que le côté De' (fig.gS) ne peut rencontrer CB que dans 
le prolongement de CB , solution qui doit être rejetée : il faut 
alors rechercher si le point ne peut pas être situé sur AB en e* 
(fig. 97). On aurait dans cette supposition , 


surf. ABC ; surf. DBE m n BA : BD ; 


d’où l’on déduit 



S’il s’agissait de diviser le triangle ABC en cinq parties équi- Fig. g 3 . 


les bases AD, DC étant connues , on aura les hauteurs ek, e'k', ' 




ou 


surf. ADe" = ^ surf. ABC , 
^ |AD.<!'A'' = iAC.BH; 


7 
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d’où l’on conclut 


THÉORÈMES 


e"k" = J ^ . BH. 


11 sullit donc, pour que l’bypothèse ait lieu, qu’on ait ’ 
d’où AD>fAC et DC < | AC. 


On peut encore résoudre cette question par le principe de 
fig- 98- la transformation des figures. En effet, si l’on partage AC en 
trois parties égales, en F et F', et que par ces points, on 
mène les parallèles Fe , F'e' à la ligne BD qui joint le sommet 
B avec le point donné D , les droites cD , e'D diviseront la 
triangle proposé en trois parties équivalentes; car le triangle 
AeD = ABF = ABC ; de même le triangle Ce'D = CBF' 
= ^ ABC. Il est visible ici que la ligne F'e' ne peut rencon- 
trer le côté BC qu^utemt qu’on a AD * AC, et que^pour 
AD > J AC , cette construction n’a pas lieu. 

Ce problème trouve son application lorsqu'on veut pratiquer 
des sentiers De , De' qui aboutissent à un puits commun D. 
a*. Supposons que le point D soit donné dans l’intérieur du 
Fig- 99. triangle par la perpendiculaire abaissée de D sur AC, et 
par la distance /A, et prenons la droite Dypour une ligne de 
division; faisons 

Af=a, Df = b , Ag' =zx , f g' ~y. 

AH = c , BH = d , surf. ABC = 3 m*. 


Les triangles semblables ABH, Af g' donnent 
dx ~ cy. 

V b 

Déplus, l’aire du trapèze /'g'yD est — (a — x), celle 
du triangle Afg' est^; et comme l’aire du quadrilatère 
= m', on a l’équation 

• y -¥ b , y b bx 

? ~J—T— ( a— x) zx < .a ; 

U ' a a a 

ï 


A/'Df= 


surf. ABC 
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Substituant dans cette équation pour^ sa valeur —, il vient 

(am* — ah) c 

• ^ - ad — bc ’ 

Pour que le point/' soit sur AB, il faut que x soit < c , 
on , en d'autres termes , qu’on ait ad — bc"^ a/n“ — ab. 

Nous laissons au lecteur à discuter les düFérens cas qui peuvent 
se présenter. 

Problème|XVI^ Étant donné un triangle ABC, trouver dans 
sa surface un point F , tel que les lignes tirées de ce point aux Fîg.to». 
trois angles partagent le triangle en trois parties équivalentes. 

Après avoir pris BD = ^ BC , on tirera la ligne DE paral- 
lèle à BA; et du point F, milieu de DE, menant FA, FB, 

FC , le triangle BAC sera divisé suivant la condition énoncée. 

Les deux triangles AFB ADB ont même base et même 
hauteur : donc 

’ . . J " 

surf. AFB = surf. ADB = 5 surf. B.A!c. 

'•Par construction, DF = FE; donc ' 

surf, cf E ;= surf. CFD : 
d’un autre côté on a • 

• surf. AFE = surf. BFD. 

Ajoutant ces deux équations membre k membre, on trouve 

surf. CFA e= surf.^ CFB .= J surf, ABC., ; , , , 

Problème XYIII. Partager un triangle en deux parties pro~ 
porlionnelles par une ligne EF perpendiculaire à la base, 

Après avoir abaissé la hauteur CD du triangle , posons 

AE = x, EF^j', AD=a, AB = é, CD — h: 
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bh 


l’aire du triaugle ACB est — = et. parce que 


on a 


surf. AEF ; EFCB ; m : n • 

J 

' ' surf.AEP = 2! = 

» m + n 

de plus , les triangles ACD , AFE donnent 

hx 

a\ h y. X y , d’oà 

substituant cette valew pouf _y , ^ obtifftt , , 

, X*=- . ~ab. , . 

m-^u , 

On remarquera quë ab est la surface du triangle qui aurait 
Afi pour base et AD pour hauteur. • - - 

Problème XIX. Partager un triangle par une droite minî- 
. mum, en deufe partioi fui soient entre elles dam un rapport 
donné. * 

Fig.ioa. Représentons par x la droits DE mintmum , par A, B, C 
' les angles du triangle , et per a ^ b 'r C côtés opposés à 
ces angles ; on doit avoir , ’ 

surf. ABC : surf. DBE “ni. 

Si du point B on abaisse sur DE la perpendiculaire BH , 
et que Von. nomme a l’ange , l’angle Dosera égal A ‘ 
loo'*— et, et l’angle E égal à loo** — B -f-«, «n supposant le 
quart de circonférence <iivisé en i oo parties : d*un autre côté , 

l’aire du triangle DBE est =b Maisôà a 

BH:BD;;sin(ioo*--a):i ,^d’où BH=BD sin(KX)®— <t), 

BD : DE ; : sin( loo*— B+a) : siuBj d’où BD=;r 


« 
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Donc (Théor. XIXjiLemme.) , • 

»nrf DBE = — (> °°° — <*) X ein (ioo«— B -f- ») 

a tin B . 

/ ai* cos et cos (B *— et) ^ 

a «n5~ , 

d’ailleurs 11 surface du triangle ABC = — tin B; donc on a, 

d'après l’énoncé du problème, 

« 

^rf. DBE 

De ces deux valeurs, on déduit 

ac sin’B i oc sin*B 


1 oc . ^ 

sin B. 

n a 


x* = 


ncosetcos(B— 7 «) I» ^jCOt^B — aK)-f-|cosB| . 


n. 


Or la plus petite valeur de x correspond à la plus grande 
valeur du dénominateur , ou du facteur cos (aet — B) , puis- 
que R, a, c, sin B et cos B sont donnés : mais le maximum de 

g 

cos (aet — B) est donné pâr aet = B , d’où et = — ; ainsi la 

« ^ 

ligne DE qui opère la division ,^oit être perpendiculaire à 
celle qui divise l’angle B en deux angles égaux. Ce problème 
est un de ceux énoncés dans le n* 8 de /a Correspondance^ 
sur l’École Polytechnique. 

Nous laissons à chercher la solution de cette question : 
Diviser un triangle scalène en quatre surfaces équivalentes , 
par deux lignes perpendiculaires entre elles. 


(*) Cos «cot(B— -*)=scotB coi«» tin B lin «t cot » ; nais Mnaccos« 

sin a c , cos a « -t- i > 

; eoianss ua>« gcos’it — i , d’oo cot’as 


èonc 


/ \ ■ 
I ^ J \ 

7 / ' 


■ _ .1 _ c«tB eosait sinBaioa» 

cos « COI (B — «) = J Vos B + ^ . I I I , _ 

r= - COI B -4- - cos (B — as). 

a .a - ' V 
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Fig.ioS. 


Big. 104 . 


Fig. io5. 


Sur les Jigures à quatre côtés. 

I 

Théorème/XVl/ Si l on joint deux à deux les milieux des 
côtés d'un quadrilatère quelconque , la Jigure résultante sera 
un parallélogramme. 

Soit le quadrilatère ABCD , et soient m', n, p, q les mi- 
lieux des quatre CQtés ; menons les diagonales AC , DB ; les 
côtés BA , BC étant divisés également en m et n , la ligne mn 
sera parallèle à AC , il en sera de même par la mêms 

raison , qm et pn seront parallèles'à DB : IRc la figure mnqp 
est un parallélogramme. 

La même propriété aurait encore lieu dans le cas où le 
quadrilatère aurait un angle rentrant. 

Théorème|jCVIl} Soit EFGH un quarré inscrit , inscrivons 
dans ce quarré le quarré JKLM; dans ce dernier inscrivons de 
même le quarré PQRS, et ainsi de suite ; je dis que la limite de 
la somme de tous ces quarrés , est le quarré circonscrit ABCD.: 

En effet , nommons S", S”, etc. les surfaces de ces quarrés, 
en prenant pour unité le rayon du cercle circonscrit, on aura 
S' = 3 , S"=i, S* = — etc. Or , d’après les règles 

de l’algèbre , la limite d"a somme i + j 4 - i + etc. est 1 ; 
donc S' + S" + S" etc. = 4 : or , ABCD = 4 ; donc ABCD 
= S'+S"4-S* + etq. 

Problème/XX| Étant donnée la différence AG entre la 
diagonale et le côté d’un quarré , construire ce quarré. 

Au point A je fais l’angle GAD égal à la moitié d'un droit; 
au point G, je mène la ligne GHFE perpendiculaire à AD, 
et par un point quelconque F de cette ligne , je mène. FM 
parallèle à AC , et je prends FM = GF ; je joins les points 
G et M par la droite GM. que je prolonge jusqu’en D ; par 
D je mène DC , DE parallèles iSGE, CG , et je dis que CD 
est le côté du quarré. Car, à cause de FM= GF , on a ' 

DE = GE — CG = DC : 
er CG = DA; donc CD=:DA. 


/ ' 
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Théorèi .ejXVIIl) Soit un quadrilatère ABCD-, si orf en Fig io6. 
prolonge les côtés AB , ÜC ; AD , BC jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent en F et G , on 'aura un autre quadrilatère 
ABFCGDA ayant les trois diagonales AC , BD, FG qui 
se coupent deuas à deux , savoir BD , AC en 1 ; BD , FG 
en ky AC , FG en h ; et chacune de ces diagonales est coupée 
par les deux autres en segméns proportionnels. 

Considérons d’aboi-d le triangle ABC : ce triangle étant 
coupé par trois transversales DA, DB, DC partant d’un niênia 
point D pris dans son plan , et passant par ses trois angles , on 
aura ( Théor. XV , Rem. ) , 

Al. CG . BF = AF. BG . Cl (*). 

D’un autre côté , ce même triangle coupé par la transversala 
AFG qui ne passe par aucun de ses angles, donne (’l'héor. 

XV) 

AF . BG . CA = AA . CG . BF (♦), 

Multipliant ces deux équations l’une par l'autre , et suppri- 
mant les facteurs communs, on aura cette relation entre les 
segmens Al, Cl', Ah, Ch de la diagonale AC, compris entre 
les extrémités A et C, et ses points de rencontre l et h par 
les deux autres diagonales BD, FG , 

t 

Al : Cl :: Ah : Ch (A). 

On obtiendra de même pour chacune des deux autres dia- 
gonales BD, FG , les prqportions 

Bi : Di :: Bk : DA .(B) 

FA : GA :: fa ; GA (C). ' 


(*) Pour diifluirc avec facilité tomes ces proportions de celles tpii ont été 
trouvées ( Théor. XV et XIV ) , on remarquera qii'cii passant de la fig. to6 
3t la iig. ç)3 , le point l est analogue li&,G&o,F iic,ct qii'cn passant de la 
Cg. io6 il la fig. ga, le point F est analugueàc, Gka, hhb, et que, dans 
tics trois ligures , les sommets des angles ont été uotes pat leis memts lettres, -r 


/ 


Digitized by Google 


io4 THÉORÈMES 

Corollaire /. Si par le point k on imagine une nouvelle Irans- 
rersale ABYD' qui coupe AF, AG en B' et D', et qu’on mène GB', 
FD' qui se coupent en C', puis par A et par G' la ligne A.CK 
supposée différente de ACh , on aura les trois proportions 

Al' : CY :: Ah' :Ch' (A') 

BY : DY :: b'A : dy (B') 

f/j : g/j :: F h' : GA' (C'). 

Mais de (C') , on tire 

FA -f. GA : FA :: FA' + GA' ; FA', 

c’est-à-dire , 

FA + GA : FA FG : FA', 
et de (C) on déduit 

fa -f GA : FA :: fg : FA; 

donc FA' = FA. La droite AA sera donc le lieu des points 
G , G', etc. déterminés par le croisement des droites menées 
des points F et G aux points D et B , D' et B', etc. On recon- 
naîtra sans pejne que le théorème I est compris dans celui-ci. 

Corollaire IJ. Si dans un triangle AFG , on mène des points 
F et G deux droites quelconques FD , GB qui se coupent 
en G, puis la ligne AGA, puis des systèmes de droites FD', 
GB'; FD", GB", etc. qui se croisent sur AA , les transversales 
BD , B'D', B"D ", etc. prolongées suffisamment , iront toutes se 
couper en un même point A du prolongement de GF, Nous 
invitons le lecteur à chercher une démonstration directe de cette 
propriété. 

Problème[XXl( Etant données quatre droites telles , que la 
somme de trois quelconques d’ entre elles , soit plus grande que 
la quatrième , construire un quadrilatère inscrit dont ces droites 
soient les côtés , sous la restriction que deux d'entre elles soient 
assignées comme côtés opposés, ^ 

Désignons par A, B , G , D les quatre droites données , A et G, 
B et D devant être côtés opposés dans le quadrilatère demandé. 
Il y a plusieurs cas à distinguer.) 


/ 
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1 *. Si ces quatre droites sont toutes égales entre elles , la 
•olution n'a pas dé diüicolté : elle se réduit à faire un quarré 
dont une de ces lignes soit le cdté. 

a°. Si A = C et B = D , le rectangle construit sur A et B 
sera le quadrilatère inscrit detqandé. 

5°.‘Soit toujours A = C, mais Bj>D, PQ. étant la diffé- F'g-><>7- 
rence entre ces deux dernières lignes : voici la construction. 

On tirera une ligne EF égale à la ligne donnée D; puis au 

point E, élevant sur EF la perpendiculaire El = V^A*— jPQ, 
l’on mènera par le point I la ligne RS parallèle à EF^ Enfin ^ 

• Ayant pris IR ^ EF =i=D, on portera de I vers R en IG , et 
de K vers S en KH , deux parties égales entre elles et à ^ PQ; 
et si l'on joint GE, HF, EGHF sera le quadrilatère demandé. 

En effet, 

EF==D, GH = PQ-f-D = B — D-f-D = B; 

de plus, joignons FK/les triangles EIG, FKH seront ég^ux 

et donneront FH =EG : ot EG == Vei -f. PQ^ et, en 

vertu de notre construction , A = Vei' + i PQ'; donc EG 
= A. Donc le quadrilatère EGHF est construit avec les côtés 
donnes placés suivant la condition énoncée ; mais, en vertu 
de l'égalité des triangles ËGI , FKH , la somme des angles 
opposés vaut deuxanglesdroits;donc (Récip.Liv. II, Prop.XI) 
ce quadrilatère est inscriptible. 

4°. Si les droites données sont toutes ^atre inégales , soit Fig.ieS. 
A]>C, B>D; il ne pourra» se présenter que trois cas, 
suivant que l’on aura C "5 D , C = D et C <] D. La construc- 
tion étant la même pour ces troiFcas , nous ne nous occuperons 
que du premier. On tirera une ligne EF =D , qu’on prolongera 
de part et d’autre de ses extrémités. On divisera l’excès PQ do 
B sur D en deux parties PM , MQ . qui soient entre elles 
comme A est à C ; et l’on portera de F en I la partie MQ 
homologue à C, et de E eh K la partie PM homologue à A. 
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Ensuite , du poist K , comme centre , avec un rayon KN = 

A — C Ton décrira une circonférence que l’on coupera en 
O , de manière que OF = lE : ce qui exige que ,IE soit plu^ 
grand que FN, relation qui a lieu en effet, comme nous le 
démontrerons plus bas. Enfin, par les points K et O , l’on 
mènera une droite sur laquelle on prendra KV = A ; et après 
avoir tiré VR parallèle à OF , l’on fera VL =D , puis joignant 
LI , on aura le quadrilatère demandé VKIL. 

En vertu de notre construction, KI=EF4-MQ-f" PM 
= EF + PQ = D + B— D = B, RV = A, VL=D; et 
^e dis que L1 = C. Car, menons FS parallèle à KV, joignons 
SI, et soit R le point de rencontre des droites VS, Kl. , 
Puisque le rayon KO a été pris, égal à A — C et que KV=A, 
il s’ensuit que OV = SF = C : reste donc à dénéontrer que 
LI = SF. Or, par construction, 

KE : FI A : C :: KV : SF; . 

donc les Aiangles VEK , SIF sont semblables ; donc SI est pa- 
riTlèle à VE; et RS : RI :: SV : lE. MaisSV=FO=IE; donc 
RS=RI, et à cause de SL = SV — LV=SV‘ — D, et de IF = 
lE — FE = lE — D = SV — D , on a SL = IF ; donc aussi 
RL^RF. De là résulte l’égalité des triangles RSF , RIL qui 
donnent par conséquent LI = SF = C. Donc le quadrilatère 
VKdL est formé avec les côtés donnés, placés suivant la con- 
dition énoncée. 

Nous avons supposé FOonIE>FN, ce qu’il s’agit de prouver. 

. Remarquons, à cet effet, que l’excès de B sur D e.st 
nécessairement moindre que la somme des lignes A et C. S’il 
pouvait en être autrement , il s’ensuivrait que la droite B serait 
plus grande que la somme des trois autres, ou qu’elle serait 
égale à cette somme : ce qui ne peut être supposé. Puisque , 
par construction, 

' KE : FI :: A : C 

et que KN = A — C, il en résulte KN = (KE — FI) ; 

doue KN > KE — FI , à cause de A > PM=KE , d’oii l’on 
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tire KN-|-Fr|>EK., ou , en retranchant KN départ et d'autre , 
IF >EN. Mais lE = IF+FE , FN=EN+FE ; donc lE >FN; 
donc l’arc décrit du point F, comme centre et avec un.rayon 
FO = lE, coupera toujours la circonférence. On peut meme 
assigner un arc dont les deux extrémités soient les limites des 
intersections de FO avec cette circonférence. D’abord , le 
point N est une de ces limites, puisque l’on a toujours lE 

FIV. En sec^d lieu , si l’on observe que lE = IF + FE , 
FK. = ER+EF, et que IF-<EK., l’on conclura, dans 
l’un et l'autre cas de la figure , lE FR donc , si du point 
F comme centre et avec FR pris pour rayrSi , l’on décrit 
l’arc RX , le point X sera la seconde limite cherchée. La 
construction et les raisonnemens seraient les mêmes dans les 
deux autres cas. 

Il reste à démontrer l’inscriptibilité du quadrilatère VRIL.' 
A cet elfet , rappelons-nous que les tviangles ISL ,'SIF ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun; donc l’angle SLI = 
SFI=;VK.I; donc la somme des angles opposés VRI, VLI 
es* égale à deux droits. Donc (llécip.Liv. II, Prop. XI) U 
quadrilatère est inscriptible. 

Théorème |XIX/ L'aire d'un quadrilatère est égale à la 
moitié du produit de la somme de ses deux diagonales , par le 
/inus de l'angle qu’elles comprennent. 

Lemme. Si dans un triangle dont A* B , C sont les angles, 
et a , 6, c les côtés opposés , on connaît les deux côtés b et c 
et l'angle A compris , et que l’on nomme h la perpendiculaire 
CD abaissée de C sur on aura , à cause du triangle l'ec- 
tangle ACD, 

A C 6 sin A t 1 , d’où A‘=6sinA, 


en supposant le rayon des tables = i ; mais 

^ ABxCD 

surr. ACB = , 


donc , en désignant surf. ACB par s , on aura 

S = — sin A. 
a 
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On aura donc dans le quadrilatère < 

8 urf. BEC = sin £ , 

• rt . F 


surf. BEA = ^ einE, 

a * 

r TM?* t)ExÈA . _ 

surf. DEA =3 ' — sin E , - 

A F 


surf. DEC = 


DEXEC . ^ 


sin J 


en observantes les angles autour du point E ont même sinns. 
Donc 


V ' ^ (BExEC4-BExEA-f-DExEA+DExEC) . 


sin E 


(BE+DK)(EC+EA) . ^ (BD4-AC> . ^ 

• ” ' - -«III- 1 - 1 5U3 £, ■ 1 1 - SIC JCs* 

!t a 


Remarque. 

Sous le titre du cercle, nous démontrerons d'autres théorènes 
concernant les quadrilatères ; nous terminerons celui-ci par 
S l'énoncé d'nne propriété dont nous laissoiu la démonstration à 

cbercher^ , 

Si deux quadrilatères ont deux diagonales égales , et fai- 
sant entre elles le même anglfi, quelle que soit d’ailleurs là 
■ manière dont elles se coupent , ces quadrilatères seront équi- 
valens. 

Division des quaflrilatères. 

Problème XXII. Diviser un quadrilatère en deux parties qui 
soient entre elles dans un rapport donné , de manière que la 
ligne de division soit parallèle' à l’un des côtés de ce quadri- 
latère. 

Fig.iio. Si l’on connaissait 11 point d'intersection R des deux droites 
AC , BD prolongées , ou plutôt la perpendiaulaire Rr et le 
segment Ar, on déterminerait aisément l’aire du triangle ARB 


/ 


I 
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et celle du triangle /R/' ; et,^ cause de la similitude de cei 
deux triangles, on aurait ' "■ 


*urf. ARB : surf ./R/' :: Rr ; R/c*;== 


surf. fKf. Rr 
surf. ARB 


Soient abaissées les perpendiculaires Ce, Dd, et supposons 

_Ac=?6*, Cc = 9”, BdpsS"», Dd=i3“, Cdn=24*, 

et les inconnues .Rr=ç_y’. Les triangles semblables 

ARr, ACc donneront 

, ^ . . 
les triangles semblables RrB, DdB donneront, à cause de _ 
rB = AB — Ar = 38~a;, » 

8^ = i3.38 — ■ i3x : 

é l i min a n t x entre' ces deux équations, on trouvera 
3 q .38 

a4 " '■ • 

Cela posé, en aura > -i - 

surf. ACc = 27 mètres quarrés. . ■ ^ 
surf. CcdD = 264 ~ 

' surf. dDB = 5 a . ' . ' ' 

' I • surf. ACDB = 343 

Si l’on suppose que ff' doive diviser le qqacjfilatère ACDB 
en deux parties équivalentes, on aura 

\ K, ' ' * • .» 

.. .. A^'/?= -^== 171,5 mètres quarfés; 

d’ailleurs Faire du triangle ARB étant ^ >< 29,64 = 563, 16 
mètres quarrés , on a ' ' 

®urf._/R/' = 563 , 16— 171,5 = 391,66 mètres quarrés. 

Ainsi l’expression (1) devient ' 



1 10 

de là résulte 


THÉORÈMES 


, Rft = ag, 641/1^ = u4«,7aj 
et conséq[uemment,,:en abaissant les perpendiculaires /g, ' 
i - rk =,Rr — • Rà = 4“,g3 == 

On pourra encore calculer' Ag, Bg' à l’aide dés proportioae 

c Ce : cA/.l Jg : gA 1 f Ag = 3“,a8 i • ’ • 
Dd: dB b/= 8“,o5. . 

l'ig.iii. Si l’on connaissait fes angles' A et B et le cAté AB , ’on , 
calculerait par-la Trigonométrie 'la ligne AR, puis Ion' au-7 ‘ 
rait RyÇar la formule ' . . 

b/='arI7'1ïSS. . _ . 

laquelle servirait encore à la division' d’un quadrilatère pro- 
posé ACOB en n parties éqnivalentes“par des parallèles au 
côté AB. En effet, posons ACDB = Q, ;Çurf. CRD = T, ,■ 
R/=z, Rg=a'..... etc.; on aurait 


etc. • 


T+^ 
n 


T+<^ 


, z"=AR 



T+.Q- 


Problème XXIII.‘ Diviser un quadrilatère en deux parties 
dans le rapport de m à n, par Une droite perpendiculaire d 
l’un de ses côtés. 

F^g.iia. Lorsqu’on aura déterminé l’aire du quadrilatère ABDC, 
on^ pourra calculer l’aire AChh' d’après cette égalité 

m -f- n 

• J .. .A . . 

Retranchant de part et d’autre la surface du triangle ACc , 
il restera 

^ ,,, m.CcBD — n. surf. ACc - 
CcAA' =? —J— -r — 
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ou 


Cchh' + 


n , surf. ACc m . CcBD 

'i 


m + n m + n 

Donc la question est réduite à diviser le quadrilatère CcBD 
dans le rapport donné , par une ligne parallèle au côté Ce, 
question qui est l’objet du problème précédent. 

Problème XXIV. Partager U quadrilatère ABDC par une 
ligne DE partant du sommet de ü angle D , dg telle sorte 
que les deux parties ACDE , ED B soient dans le rapport 
m à n. • _ • 

Puisqu'on a, d’après l’énoncé, Fig.ii3. 


surf. EDB = 


n . ACDB 


m + n ' 

I 

on connaîtra la base BE , en diviiiant cette aire par la moitié 
de la hauteur Dd. 

Problème XXV. Partager le quadrilatèré ACDB en deux 
parties qui soient entre elles comme m l à n , et de manière 
que la ligne ^de division MN parte du point M donné sur 
le coté AB. ' 

L’aire AMNC est connue , puisqu’on à ‘ • 

^ • ACDB 

AMNC = 1 

• , m -f- n 

ou connût aussi l’aire ACM ; on connaîtra donc par là et la 
surface CMN et la diu^ite CM ; ainsi la hauteur cherchée du 
triangle CMN sera 

surf. CMN 


Fig. Il 3. 


NH = 


CM 


en trouvera donc le point N en menant une parallèle à CM 

à la distance HN. “ ' 

Problème XXVI. Diviser un quadrilatère en trois surfaces 

équivalentes par des li^es tirées de l’un des angles. , 

Apres avoir calculé les surfaces ABD, DBC, on connaîtra • 

, surf. ABD ' 

le rapport î su surpasse j , on en conclura que Fig.ii4- 


Digitized by Google 



Fig.ii 


ïiâ THÉORÈMES . 

les deux lignef de division dojyeQt ^tre menées dans ]e triangle 
ADB; s’il est mçilndre que el{es seront dans le triangle 
RDt ; enfin s’il tombe entre | et f, l’une des deux lignçi 
tombera dans qn des triangles, et l’autre dans l’autre. 

Soient surf. ARD — A , surf. BpC = C , BM a:, 
et DH la bai|t^urdu triangle ADB : un aura pour le preqûer cas. 


* - 


i 

. . .i ...a 

d’où 

* = i( 

et 


d’où 

< 

a:' ■ — X 

X 3 


A — 2C 






'uA — e> 


Problème XXYII. Diviser un quadrilatère pn fpo/4 fi^rfç^ce^ 
'éqwvçLknUf pçr «fef tir4fs ,4’qil pçini ^ prU m un 
des ç6t4s. . , ,~ 

Soient ^ « ABCE C surf, AD^ == A , EM 

une des lignes de division; £H une perpendiculaire abajssée 
du point E sûr le cô|é AB J .quand A | P ^ Ja ligne EM 

•tombera dans la surfaçfi C , et on aura pouudeterminer AM=x , 

l’équation C ■ * ^ 

EH 

+ 


de laquelle on déduira ' ' ^ 


(M) 


Pans le cas de A P> 3 P , la ligne EM devient EM' ; 
faisant AM' = a/, puis menant de E une perpendiculaire sur 
le côté AD prolongé , on aura 

A- =^(A + C), 

‘d’oû l'on tire 


a/- 


• f — ^ 

’l iEH^ 


(N) • 


•i- I 


< • 
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' Remarque, ' 

C . • 

Lorsqu’on a — = A, ou C = aA, les équations (M) e£ 

(N) donnent x =: 3/ = o; ce qui doit arriver , puisqu’alorsla 
diagonale £A est elle-même une ligne de division. 

La détermination du point M" ne peut faire diiliculté. 
Problème XXVIII. Du sommet de deux angles opposés d'un 
quadrilatère , mener deux lignes qui se rencontrent , et de leur 
intersection une autre ligne , ensorte que les trois surfaces ré- 
sultantes soient équivalentes entre ellés. 

Après avoir mené la diagonale DB , on calculera les 
surfaces DAB , DBG et leur rapport avec la surfacs 
totale : cela fait , si la surface BDG est moindre que 
le tiers de BADC, le point G sera à la droite de la dia- 
gonale DB , et dans le cas contraire , ce point tombera 
dans la surface BDG. Il s’agit de déterminer le point G ou G', 
de manière que la surface BGDG ou BG'DG soit le tiers de la ^8- 
surface BADC , et ensuite de diviser en deux parties la surface 
BADG on BADG'. Faisant donc surf. DAB=B , surf . DBC=A^ 
les perpendiculaires Gh = x et C'h = x', et supposant 
DAB >§ BADC, on aura 


B 






d’où l’on tire 


\ 



Lorsque le point G tombera dans le -triangle DCB en G',' 
on donnera le signe -f- au terme de x. Mais par les points 
G et G', ainsi déterminés ^ si on mène des parallèles MN et 
M'N' à la diagonale DB , tous les triangles qui , ayant DB 
pour base , auron^e sommet sur ces parallèles , seront égaux 
aux triangles DGu , DG'B. On voit donc que les points G ou 
G' sont en nombre inEni et que leur lieu est une Egne droite ; 
ainsi on pourra en prendre un à volonté pour point de dé- 

I 
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part de la troisième ligne de division, et abaissant de ce point 
une perpendiculaire GH qui donne le triangle BGH , que nous 
nommerons C, on aura pour déterminer HF —y, l’équation 


C±î^y = i(B + A): 

HG 

on "donnera le signe — au terme ~^y > lorsque le triangle 

BGH surpassera le tiers de la surface ABCD. 

Voyez sur ces questions mon Traité de la Division des 
Champs., dans un ouvrage ayant ‘pour titre : le Compas de 
proportion, 

' Du Cercle. 

Théorètte|^ XX J Si on fait tourner le système des deux 
u 6 tongentcf Tk, Tt , dans le plan du cercle mtt', de manière 
• quelles soient toujours touchées en t et t' par le cercle tmt' , la 
point T de concours décrira le cercle concentrique TWT’. 

' La démonstration de ce théorème se présente d’elle-même ; 
^ous nous dispenserons donc de la donner. ' 

Problème/XXIxj Mener par un point pris- dam un cercle 
une corde égale à une ligne donnée plus petite que le dia-‘ 
mètre de ce cercle. • 

Soient AB la droite donnée, O le centre du cercle ABMN et 
Fig. Il 7 . Die point par lequel doit pàsset la corde égale à AB. Inscrivons 
la droite ÂB dans le cercle -, abaissons du centre O la perpen- 
diculaire sur cette droite , et du point O avec le rayon 
OC décrivons une circonférence. Les deux tangentes MDN , 
M'DN' menées' par D , seront les cordes cherchées , ' parce 
^e , dans Un cercle , les cordes égales s^t également dis- 
tantes du centre. 

,Problème^XXXj Deux cercles étant donnés de grandeur 
et de position , les couper par une droite , de manière que 


i 
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les parties interceptées soient égales à une ligne donnée , cette 
ligne n'étant pas plus grande que le diamètre du plus petit 
cercle ; ou de manière que ces parties soient dans un rapport 
donné. 

'Sî les deux cercles donnés sont égaux, la solution de cette 
question est facile (Géom., Liv. II, Prop. IV). 

Considérons seulement le cas où les cercles donnés sont 
inégaux; soient O et o les centres de- ces deuj; cercles, etpjg jjg 
Boit PQ la droite donnée. Inscrivons cette droite dans chacun 
des deux cercles d’une manière quelconque ; soient ‘AB et ab 
les positions de la droite PQ ; des centres O et o , abaissons 
sur ces cordes les perpendibulaires OC , oc , et des points O 
et o pris pour centres , avec les distances OC, oc comme rayons , 
décrivons deux circonférences ; àl ces circonférencès menons 
tme tangente commune Tt : les parties interceptées AT', a'I/ 
seront égales entre elles et à la droite PQ. Car , 'en vertu de 
notre construction , elles sont égales aux cordes AB , ah. 

Si l’on demandait que les parties interceptées AT' , a' b' 
fussent dans un rapport donné, il faudrait préalablement 
prendre AB et aè dans ce rapport, et appliquer ensuite la 
construction précédente. 

Problème /XXXlj Si l'on suppose qu’une ligne MT tourne 
de manière quelle soit toujours touchée dans le même point M 
par la circonférence AMB , trouver la courbe que décrit dans 
ce mouvement un point N donné sur la tangente. 

La considération du triangle rectangle CMN dont les côtés Fîg.ng. 
CM et MN sont constans , donne la solution de la question. 

Problème ^XXXII^ Trouver sur le cercle un point de 
tangence M tel que les parties MR et MTf comprises entre ce 
point et deux axes perpendiculaires qui se coupent au Centre , 
soient entre elles dans le rapport donné de n à va. 

Le problème étant supposé résolu, menons la parallèle r/pigiM* 
à RR', et on aura 

n l m y. RM : RM' ” rm l j'm Cr* : Cr'*, 
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. d’où résulte 

V^n ; V^/re Cr ; C/, 

de sorte que si l’on prend Cr moyenne proportionnnlle entré 
l’unité et n , et C/ moyenne proportionnelle entre l’unité et 
m , puis qu’on joigne ri' , la tangente parallèle à nf sera la 
tangente cherchée. 

Problème|^XXXIII j Trouver texpression de la surface com- 
prise entre deux circonférences concentriques. 
l'ig.131. Soit. O le centre commun de deux cercles, ayant pour 

rayons OA, OB. La surface du premier étant sr. OA (G^m. 
Liy. IV, Prop. XII, Cor. II), celle du second étant pareil- 
lement w.OB* la surface de la couronne ANDMBN'CM' sera 

9t.(OA* — OB) , ou w.(OA -f- OB) (OA — OB) , ou enfin 
■ît.BD X BA. Au point B, menons la tangente MN : on a 

BD X BA = BN^ ainsi la surface de la couronne est expri- 
mée par t.BN*, et l’on voit quelle équivaut à celle d’un 
cercle ayant pour rayon la moitié de la tangente MN, 

On a , pour expression de la somme des surfaces des deux 
cercles des rayons OA et OB , 

surf. OA 4* ‘urf- OB = T . (OA -f“ OB) ; 

d’où l’on voit que la somme des surfaces de deux cercles ; 
équivaut à celle d’un cercle ayant pour rayon l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle dont ks côtés de l’angle droit sont 
les rayons des cercles donnés. 

Problème/XXXIvjz.e diamètre AB dun demi-cercle AMB, 
étant divisé en deux parties quelconques AD , DB ; sur ces 
parties comme diatnètres , soient déaits deux demi-cercles 
AND , DLB ; on demande un cerck équivalent à la surface 
jiNDLBMA. 

Au point D, élevons au diamètre AB la perpendiculaire DC 
qui rencontre en C la demi-circonference AMR j sur DC , 
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comme diamètre , décrivons un cercle CPDQ : ce cercle sera 
celui qu’on cherche. Car (Géom. Liv. III, Prop. VIII) , 

Âb‘= ÂD‘-f- DB + aAD X DB, 

ou , puisque AD X DB = CD , on a 

AB = ÂD* + DB‘ + aCD*: 

or les surfaces ées cercles étant comme les quarrés de leur* 
diamètres, on a 

AMB : AND : DLB : CPDQ :: Âb‘: Âd‘: Db‘: aCD*; 
donc 

AMB = AND + DLB + CPDQ , 

d'où 

CPDQ = AMB — AND — . DLB. 

Problème ^XXVj Étant donné un cercle , trouver quatre 
autres cercles dont la somme des surfaces soit égale à celle dih 
cercle donné , ^t dont les rayons soient entre eux comme les 
lignes données a, b, c , d. 

Je prends EF = d, au point F félève la perpendiculaire FG Fig.ia3. 
que je prends égale à c ; je mAie EG , et en G j’élève GH = b 
perpendiculaire à £G : je joins EH ; en H , j’élève sur HE la 
perpendiculaire HK = a, puis je joins KE, et, à partir dn 
point K , je prends KL = R = rayon du cercle donné ; je 
mène LO parallèle à EH , LM parallèle à EG , LN parallèle 
à EF , OM parallèle à HG , et MN parallèle à GF. 

En eifet, on a 

*1 ■ • 

LK*= R* = LÔ‘4- ÔK/ 

LÔ*= LM*+ Ôm\ 

LM'= O? + MN*; . 
donc • 

R* = ÔK*+ ÔM*+ MN + Ln! 
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Ainsi la surface du cercle du rayon R, sera égale à la somme 
des surfaces des cercles dont les rayons sont KO , OM, MN, 
LN. Maintenant les polygones KEFGH, KLNMO étant sem- 
blables , on a cette suite de rapports égaux 

KO : KH :: OM : HG :: MN : GF :: ln : ef, 
ou > 

KO ; a :: OM ; 6 MN : c :: ln : d. 

Donc les rayons OK , OM, MN, LN sont entre eux comme 
les lignes «, 6 , c et rf. 

Problème (XXXVI.] Diviser Im circonférence d’un cercle en 
quatre parties égales , en ne faisant usage que du compas. 
Fig.ia4. Soit porté le rayon AB de B en C, de C en D , de D en E, 
de E en d, de d en c; et soient décrits des points B, £, 
avec BD comme rayoa, deux arcs qui' se coupent en a; 
si de B comme centre , avec Aa comme rayon , on décrit 
des arcs qui coupent la circonférence' en F A f, on aura 
jarcBF = arcÉE = arc By=rarcyE. ’ 

En effet , BAE étant un diamètre , et les triangles aAB , 
aAE étant égaux , chacun des angles aAB , aAE sera droit ; 
'donc . , ' 

ûB = AB +' aA , ' , d’où nB — AB := aA. 

i. • * - I , ' ■ • , . 

Soit AB=r, on aura aB =iBD = 3; donc aA =3 — i=a; 
d’ailleurs, à cause de BF = Ao.=:a, on .a ’ . 

, À t • * ■ ’ 

• BF*= ÂB*-H’ÂF*= 1 + 1 = 3> • 

donc , dans le triangle BAF , l’angle BAF est droit ( Récip. 
Liv. III, Prop. III), et il. en est de même de l’angle FAE. 
Donc les arcs BF et FE sont égaux entre eux, et chacun 
d’eux est un quart de la circonférence. ‘ 

Remarques. 

' 1 °. Les trois points A, F, a sont en ligne droite. 
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a*. La circonférence est divisée en deux parties égales aux 
points B, E; en trois, aux points B, D, dj en quatre, aux 
points B, F, E,y-, en six, aux points B, C, D,E,d, ^c. 

Problème^ XXXVII,' Diviser une circonférence en huit par- 
ties égales , en ne faisant usage que du compas: 

Du point a déterminé précédemment , avec AB comme rayon , 
soient décrits des arcs qui coupent la circonférence en G et H , 
et des points G et H comme centres, avec le rayôn Aa, soient 
décrits des arcs qui coupent la même circonférence âüX^points 
g et h: la circonférence sera divisée en huit parties égales 
en B» G, F, H, E, g. ^ ^ ..^v; 

En effet , puisque Aa = a , dans Thypothèse AB=:i , on aura 

Aa = AG + «G ; 

* f 

l’angle. AGa sera donc droit (Récip. , Liv. III , Prop. III) , et à 
cause du triangle isoscèle aGA ,Ies deux autres angles vaudront 
chacun la moitié d’un droit ; donc l'angle GAF sera la moitié 
de BAF; donc l’arc GF = l’arc BG. Mais par construction, 
arcGg'=arcBF (Probl. XXXVI) ; ôtant de part et d’autre 
arc BG, il restera arc GF = arcB^. Donc , etc. 

Problème^^XXXVIIlj Diviser une circônférençe en douze 
parties égales , en ne faisant usage que du compas, ^ 

Tout étant comme au problème XXX Vl,^ qu’on prenne 
arc FN = arc Nn=arcFO=arc Oo =idé la circonférence . 
et la circonférence sera divisée en douze parties .égales aux 
points B,. N, C, F, D, O, E, o, f, c, n. , . 

En effet, si des arcs égaux BF, FE, on retraiîc}ie les arcs 
égaux BC,ED, les arcs restans CF, FD seront égaux. Or 
l’arc CD est la sixième partie "de la circonférence, dont l’arc 
CF sera la moitié de l’arc CD , et par conséquent le dou- 
zième de la circonférence. A cause de l’arc FN =r arc CD , 
on aura encore arc CF=arcCN. Donc aussi,, à cause de 
arcFN = arcCB, on aura arc ÇN = arc NB , et ain.«i des 
autres arcs qui seront chacunle douzième de la circonférence. 
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Ces solutions sont extraites de la Géométrie du Compas 
de Mascheroni , ouvrage ainsi nommé parce que le compas 
est en effet le seul instrument des problèmes qui y sont traités. 
Mascheroni divise encore la circonférence en 5 , lo, 
130 , 30 , 340 parties égales ; et un arc en deux parties égales. 
' Il est maintenant facile de résoudre par la Géométrie et 
avec le compas seulement , le problème suivant. 


ïlgiaS. 


« 


Problème jXXXIX^ Trouver les racines quarrées de tous 
les nombres entiers , en ne faisant usage que du compas. 

Construction. Du rayon AB= 1 décrivez le cercle BDd, et 
portez le rayon AB de B en C, de C en D, de D en E, de E en d , 
de d en c ; des points B et E pris pour centres, et du rayon BD , 
décrivez des arcs de cercle qui se coupent en a et a; du même 
rayon BD et des centres D et d, décrivez des arcs de cercle qui 
se coupent en V ; du rayon Aa et du centre B , coupez la 
circonférence au point F ; des centres B et F et du rayon 
AB , décrivez des arcs qui se coupent en T , et , d’après cetto 
construction , 


AB = ÿ'i 
Aa = ^/a 
BD = V 3 
BE = v /4 
ET = v /5 


aV = i/S 
CV = V'7 
au = \/8 
BV= i /9 
TV = v/10, 


Démonstration. En supposant AB = 1 , on a trouvé (Probl. 

XXXVI) Aa*=a, d'où Aa=yéa. On sait que BD=sJ/ 3 , 
et on a BE= 3 = 1/4* ' 

Les triangles BTA , TAF ayant les côtés égaux , on aura 
l’angle BTA égal à l’angle TAF , et par conséquent BT sera 
parallèle à FA; donc à cause de l’arc BF égal an quart de 
la circonférence, AF et conséquemment BT seront perpen- 
diculaires à B A. De plus, les points A et E ainsi que les 
points B et V étant également distans des points D et d, les quatre 
points B , A, E et V seront en li^e droite (Théor. XI , 1') , et 
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on aura EV = AB ( Théor. XI , a°) , et conséquemment dan» 
le triangle rectangle EBT, 

Êt‘==Tb'+BÊ*=Âb'-}- 4 ÂB*==: 5 , d’où ET = v/ 5 .' 

Dans le triangle rectangle aAY , on a 

^V*= ÂV‘=: a + 4 — 6, d’où flV = i/6. 

Si l’on observe que les points C, B, c, A, V »ont déter- 
minés de la même manière que les points A, p, B, P, Q 
(Théor. XIII, Coroll.) , en verra que l’égalité 

AQ = Ap + PQXpQ 

devient 

» 

cv‘= Cb‘+ AV X BV = 1 + 2.3i=7, d’oùCV= 1/7. 

Comme Aa= A*, on aura 

a* = 4Aa = 8 , d’où a» = y^8. 

On a ensuite BV = 3 =ï {/ÿ. Enfin le triangle rect^igle TVB 
donne 

ïr'rt: Tb‘+ BV*= 1 4-9=10, d’où TV=V'io- 

Ces racines serviront à faire trouver celles des nombres 
entiers de 10 à 36 . A cet effet, soit soustrait' le nombre dont 
on veut avoir la racine du quarré immédiatement supérieur , 
qui sera 16, s 5 ou 36 ; avec la racine du reste qu’on sait 
trouver , prise pour rayon , soit décrite la demi-circonférence 
QLR; avec la racine du quarré immédiatementplus grand, prisa 
pour rayon, et des centres Q et R, soient décrits deux arcs qui 
se coupent en P, la ligne AP sera la racine cherchée. 

En effet, l’angle PAQ étant droit, on aura 

PQ*= ÂQ -f ÂP , d’où PQ'— = ÂP î 


I 


Fig.it6. 
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> 

maintenant 5«pposons P<^ =56 , et égalons snccessirement 

AQ aux nombres entiers depuis i jusqu’à lo, AP* sera suc- 
cessivement égal aux quarrés deppis 36 jusqu’à a 5 ; donc on 
aura successivement pour AP les racines de tous ces nombres. 

Si on fait PQ = a 5 , on aura de la même manière les rqcines 

depuis a 5 jusqu’à iG, et faisant PQ = iG, on aura les autres 
racines depuis i6 jusqu’à lo. 

Si on veut , par exemple , la racine de 39 ' on aura 

PQ — AQ = 36 — 7’= AP = ag ; d’où AP = ]/ag. 

. Il est clair qu’on peut avec ces racines avoir celles des 
nombres supérieurs, et ainsi de suite indéfiniment. 

Problème ^XXXXj Dans un cercle cCi{n rayon donnée 
trouver, en ne faisant mage que du compas, une corde qui 
diffère peu du quart de la circonférence. 

Avec le rayon AB, coupez sur la circonférence les arcs 
Tig.tiy. égaux BC, CD, DE; puis des centres B et E avec le rayon 
BD, décrivez deux arcs qui se coupent en a; puis du point C 
pris pour centre et du rayon Ca, décrivez un arc qui coupe 
la circonférence en 6, la corde Bb sera la corde cherchée. 

Le rayon AB étant = i , si l’on désigne par A l’arc BC 
= 60®, et par A' l’arc Cb dont la corde est Bb, on déduira 
de la formule • 

coi A'^= cos (45° — A) — sin ( 45 * — A) — sin 3 o“ (*) , 

X' = 43 * 33 ' ^ = BC6 ; donc l’arc BCb = io 3 “ 33 ' ; 

ga moitié qui est de 5 1° 4G' , a pour sinus o.ySSSggS; donc 

la corde Bb qui est le double de ce sinus , aura pour valeur 
1 ,5711996. Le quart de la circonférence étant (Géom. ,Liv.IV, 

* (*) ^out supprimerons la dcmonstralion êc celte formoJe, parce qir’elle 

exigerait cet]e de pluaicnrs théorèmes qui ne nous seraient* d'aucune utilitc 
dans la sui^c. Voyez fa Céntpc/rie du Compaq , Livre dùuzième^^ 
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Prop. XIV) 1,5707963 , l’erreur ne sera donc que de 0,0004 
environ. 

Remarque. 


'D’après Archimède, et en supposant le rayon •=: i , le quart 
de la circonférence , est y- = 1,5714, dont la dftférence avec 
1,5707663 est 0,0007; différence est donc plus grande 
que celle qui résulte de la construction ci-dessus dont la sim- 
plicité est remarquable. 

Problème jlxXXXlj Étant donnés trois points non en ligna 
droite , déterminer tous les triangles équilatéraux dont les côtét 
passent par ces points ; assigner le ptus grand et le plus petite 

Lemme J. Nous rappellerons qu’un angle formé par une 
corde AB et par le prolongement AC d’une autre corde AD ^ 
a pour mesure (_AND -f- AMB). 

Réciproquement , si un angle CAB a pour mesure la demi- Fig-iiS. 
somme des arcs AMB , AND , le sommet A de cet angle 
sera sur ta circonférence. 

Lemmejll) Si deux cercles O et C se coupent , la plus granda 
des sécantes communes à ces deux cercles, que ton puisse me- 
ner par un de leurs points d’intersection B , est la sécante DE 
parallèle à la ligne OC qui joint les centres. 

- En effet , par le point B menons toute autre sécante IK ; jig. ,3^. 
je dis que l’on a IK DE. Car , si des centres O et C, nous 
abaissons sur ces droites les perpendiculaires OM , CN ; OF , 

CG , nous serons ramenés à démontrer que MN,est plus grand 
que FG. Or MN = OC et OC> FG, puisque si l’on mène 
CH parallèle à FG , on a CH =GF et CH <[ CO; donc FG 

MN. Donc aussi sFG ou IK<^2MN ou DE. 

Venons maintenant à la solution de la question proposée. 

' Soient A, B, C les trois points donnés : joignons AB, AC, 

BC. Décrivons sur ces’ trois côtés du -triangle ABC les seg-^ 
mens ASRB , ARQC, BPRC capables d’un angle égal à j w' 

VT désignant la circonférence : ces trois cercles se couperont 


Digitized by Google 



iü4 THÉORÈMES 

en un même point. Car , soit R le point d’intersection des arcsr 
ARB , BRC , et menons les cordes AR , BR , CR j les angles ARB, 
BRC seront chacun égal à ÿir; il en sera donc de même de 
l’angle ARC. Donc (Récip. , Liv. II,Prop. X) , le point R est sur 
l'arc ARQC^Maintenantdu point A à un point quelconque Q 
de l’arc CQR , menons la droite AQ qui coupe en S l’arc ARB ; 
tirons la ligne CQP qui rencontre en P l’arc CRB , joignons BS : 
je dis que cette droite passe par le point P. En effet, en vertu 
du lemme I , l’angle SQP = |7 t -, il en est de même de l’angle 
QSB ; donc le troisième angle est égal à ^ -r , ou à la somme 
des arcs CRP -f- PB j donc , d’après la réciproque du lemme 
précité , il a son sommet sur l’arc CRB , en P. On voit 
de plus que le triangle PQS est équilatéral , et que ses côtés 
prolongés passent par les trois points A, B, C. 

En répétant la construction précédente pour un second point 
de l’arc CQR , on obtiendra un second triangle qui satisfera 
aux conditions demandées. On en construira un troisième de 
la même manière; de sorte que l’on en pourra former ainsi 
autant qu’il y a de points dans l’arc CQR. Au. reste, cette 
construction est générale , comme on pourra s’en assuter ; c’«t- 
à-dire qu’elle s’applique en quelque lieu du cercle AQ'CR que 
soit situé le point Q. 

Ce point Q a deux positions remarqtiables : la première R 
donne le minimum cherché : car ce point est celui où con- 
courent les lignes AQ, CP, BS , lorsque AQ est en AR. 

En second lieu, si par le point A, on mène Q'P' perpen- 
diculaire à AR, le point Q' donnera le triangle Q'FS' pour 
le maximum. En effet, Q'P' est parallèle à la ligne MN 
qui joint les centres M et N , puisque celle - ci est per- 
pendiculaire sur AR ; donc , d’après le lemme II , Q'P'' est 
plus grande que toute autre ligne q'/)', terminée aux cercles 
IV et M. Donc aussi le triangle Q'P'S' équilatéral, comme il 
est facile de le voir, est plus grand que tout autre q'p's' passant 
par les points A, B, C comme le premier. U est aussi plus 
grand que tous les triangles équilatéraux tels que PQS dont 
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les prolongemens passent par les points A, B, C; donc il est 
un mor/mum entre tous les triangles équilatéraux dont les côtés 
passent par ces points. 

On pourrait demander s’il n’existe pas un triangle remplis- 
sant les conditions requises, et cependant plus grand que 
Q'P'S'. La réponse est facile ; quel que soit ce triangle, puis- 
qu’il passe par les points A , B , C , ses angles ont pour mesure 
la moitié des arcs ARB , ARC , BRC; donc (Récip. , Liv. Il, 
Prop. X) les sommets de ces angles sont sur les circonférences 
de ces arcs. 

Des aires du cercle, du secteur et du segment. 

Problème (XXXXII.! Trouver l’aire d’un cercle' dont on 
connaît le rcyon. 

Si l’on désigne l’aire du cercle par s , son rayon par r, et 
par nr le rapport de la circonférence au diamètre , on sait qus 

s ~ Trr*, 

l’approximation sera presque toujours suffisante , en supposant 
fr=t 3 ,i 4 * 

Soit, pour exemple, r = i 6 ™, on aura ^ 

f = 3,i4 X iS = 8o3"*'',84- 

Si on voulait opérer par les logarithmes , au double du 
logarithme du rayon, on ajouterait' celui de t, qui est 
0,4,971479 • ot la somme sera le logarithme de l'aire demandée. 
^ On peut se proposer de calculer le rayon d'un cercle dont 
ïaire est connue. 

Problème ^ 6 cXXXin| Déterminer taire d’un secteur dont 
tare est de n eyades , et dont lé reyon = r. - ■ 

Puisque l'aire s du secteur est à celle du cercle comme l’arc 
du secteur est à la circonférence entière, et que deux arcs 
d’un meme cercle sont entre eux comme les nombres de grades 
qu’ils comprennent; on a 

Trr* 

5 ; Trr* 71 ; 400, d’où f = n . 
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isS 

par conséquent 

^ log J = log 71 -}- 2 log r + ^,8950879 (*). 

Problème^ XXXXIV^ Calculer V aire du segment dont tare 
comprend n grades , et dont le rayon = r. 

L’aire du segment est égale à celle du secteur moins l’aire 
du triangle. Or , par ce qui précède , . . 

■ irr* 


aire du secteur = n '■ 


400 ’ 


donc 


l 

aire du triangle = — sin 71 j 

. 1 ■ ■ 

aire du segment = 2 log r -f- log ^ ^7» — sin 71^ 


Si on fait a = ti , on aura ’ 

200 ‘ J . . ■ . , 

loga = log 71 + 2, 1961179 ; • ■ i 

partant 

log du segment = log r + log g (azp sinn) ; 

le signe — ayant lieu lorsque n aoo , et le signe -f~ pour 
n > 200. 

Des 'contacts: " '• 

Problème^^fXXXvj Étant donné ua cercle , on propose de 
lui mener une tangente qui fasse avec une ligne donnée un 
angle donné. 

Fig.iSt. Soit O le centre du cercle, soit AB la ligne donnée : au 
point A je mène la ligne AC faisant avec AB l’angle donné ; 
de O je mène OG perpendiculaire sur AC , et par F la pa- 
rallèle F£ à AC , laquelle sera la tangente cherchée. 

Problème /XXXXVI.^ Décrire un cercle tangent au point O 
de la ligne AB , et qui passe par un point M donné. 

C) Voyez, sur les caractéristiques négatives, mon Traité d’ Algèbre, pr«- 
miéte sectién. 
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Sur le milieu de MO on élevera une perpendiculaire indélinie Fig.iSx 
DD' et par le point O une perpendiculaire OO'; ces perpendi- 
culaires se couperont au centre du cercle qui satisfera aux 
conditions énoncées. 

Problème ^^XXXXTIli On donne le rayon d’un cercle ,eton 
^propose de trouver la position de son centre, sous la condi- 
tion que le cercle touche les deux droites données et non 
parallèles AB, AC. 

Le centre O cherché se trouve sur la ligne AM qui divise Fig. >33. 
également l’angle BAC ; mais il se trouve aussi sur la parallèle 
DO à AC , menée à une distance de cette dernière ligne égale 
au rayon donné. 

Problème {XXXXY IIl] Mener une tangente commune à deux Fig, , 3^. 
cercles dont les centres et les rayons sont donnés. 

La solution n’a pas de difficulté , si les cercles donnés sont 
décrits du même rayon. 

Soient ’maintenan^O, O' les centres des deux cercles dont ' 
les rayons sont différens ; la tangente cherchée doit couper la 
ligne des centres en un point R qu’il s’agit de déterminer. 
Supposons le problème résolu , cette tangente sera perpen- 
diculaire aux rayons OT , O'T menés aux points de contact ; 

On aura donc la proportion 


RO : RO' :: OT ; o'T, 


d’où résulte 


RO — RO' : OT — o"F :: ro : OT , 

on déduit de là 

' * RO — RO'__OTxOO' 

OT— 0"F ~ ÔT— O'T'’ 

(Autre solution^ Je joins les deux centres par la ligne droite Fig.i35. 
OO' ; sur le rayon OA perpendiculaire à OO', je prends 
AE = O' A', et je décris un cercle du rayon OE ; je lui mène 
de O' une tangente O'K. , par O et K une ligne OKT , et 
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par O' une perpendiculaire, 0"T à O'K , puis je joins T et 

T', et 'FT' sera la tangente cherchée. ' , 

Problème I^XXXXlX.j. Décrire un cercle d'un rayon donné ^ 
* çui passe par un point donné et qui touche une droite donnée, 
'I'ig.i36. Soient AB la ligne et E le point donnés î par un point quel- 
conque G' j’élève sur AB une perpendiculaire G'D égale an 
rayon donné , et par D je mène DC parallèle à AB ; le centre 
du cercle sera sur cette droite. Du point E, comme centre, 
avec un rayon £0:=DG', je décris un arc qui coupe DC 

au centre cherché. i . , 

‘ \ 

Problème (l] Décrire un cercle qui passe par deux pointu 
^ donnés , et qui touche une droite donnée. ! , 

' i”. Il peut arriver que la droite donnée et celle qui joint 
les deux points donnés , soient parallèles ; aloré la solution 
est facile. _ . , - 

Fig.iS;. a*. Soient A et B les deux points donnés et PQ la droite 
donnée : soit R le point d’interaction des droites BA, QP; 
prenons , à compter de, ce point^ la p'artîe RC moyenne pro- 
portionnelle entre RA et RB ; enfin , décrivons un cercle qui 
passe par. les trois points A , B , C : le problème sera résolu. 

Car, en vertu de. notre construction', R'C = RA X RB; d’où 
il suit (Récip. , Liv. III, Prop. XXII) que la droite . RC est 
tangente au cercle. 

Il est facile de résoudre cette question : trouver sur unm 
droite donnée le lieu du sommet du plus grand angle dont 
les côtés passent par deux points donnes. 

Problème I^Llj Décrire un cercle qui passe par un- point 
donné , et qui soit tangent à deux droites- données. 

On donne les deux lignes AB , AC et le point x. *Lo 
centre du cercle cherché doit être 'sur la ligne AD qui 
divise également l’angle BAC : d’un point O quelconque pris 
Pig-iSS. sur AD, je mène les perpendiculaires OF , OE qui seront 
égales , ensorte que le cercle FEG sera tangent aux deux 
droites. Tirant Ax qui coupe le cercle de OF en G , si du 
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point X on mène la parallèle xO' à GO , et du point. O' la 
parallèle O'F' à OF , on aura le centre O' , puis le rayon OT' 
du cercle cherché. En menant xm', parallèle à Gm , et n'O' per- 
pendiculaire sur le milieu dexm', on aurait encore le centre 0'.^ 
Nous donnerons une autre solution de . ce problème. , 


Lemme. Par un point donné , mener une droite qui. coupe 
à angles égaux, deux droites donnéés de position. , ^ 

Si les droites données sont parallèles , une perpendiculaire 
menée par le point donné à l’une de ces lignes, le sera à l’autre , 
et le problème sera résolu. Si ces droites concourent , on di-' 
visera en deux parties égales , l’angle qu’elles forment 
( Probl.. Y ) , et l’on mènera ensuite une perpendiculaire 
à la ligne de division. Il est bien entendu que le point est situé 
entre les droites. 


Cela posé, soit A le point donné , et soient BC, DE les 
droites données : si elles sont parallèles, la solution est facile:, 

Dans le cai contraire, par le point A menons, d’après le lemme 
précédent, la droite lAH qui fasse avec lej droites BC , DE 
les angles égaux IHC, HIE. Soit K le milieu de HI : prenons 
KL = KA , et , au moyen du problème L , décrivons 
un cercle qui passe par les points A et L , ef qui soit tangent 
à la droite BC 3 -je dis qu’il le sera pareillement à la droite 
DE. Car soit O le centre de ce. cercle, et soit M son point 
de contact avec la droite BC 3 joignons OM, et 

du point O abaissons la perpendiculaire* ON à DE. Les .trian- 
gles OMH , ONI seront égaux et donneront ON = OM3 .donc, 
la droite DE est tangente au cercle. V’ "1 

Théorème, Si quatre cercles touchent chacun exté-, 
rieurement ou intérieurement trois côtés d’un quadrilafèm 
quelconque, les centres de ces cercles seront toujours sur, une 
même circonférence. 

Soit ABCD le quadrilatère donné ; soient O , O', O*, O* pig. 149. 
les centres des quatre cercles dont chacun touche extérieur 
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relient troià d^s côtés du quadrilatère, il suffit de prouver que' 
le nouveau quadrilatèré est inscriptible , ou qwe la 'somme de 
deuic de ses angles opposés, est égale à cèlle de deux! angles droits.^ 
Lé cqptrc O étant llntérsectio'n dés droites AO , DO qui 
divisent également’ lé^ angles lAt'i* t'Dt", on a,’ en désignant 
l’angle droit par ,D, ^ 


\ ' \ 


tAf + DAB ab‘; d’où ' OÀD ’= D — 


DAB 


î' 

On a de même 

iU> • 

. ’♦ 


ODA = 15 — ^^: : 

r.i a . 


donc. AOD = aD — (QÀD + ODA) :p ' 

! Par'la.même yaison‘7 ■ ’ 'A, ■ 

, .00*B =,aD — (0"BC + O'CB) ABC + BCD " 

donc ‘ ' ' • f ■■■ , ■ ... t ! , ^ 

ÀOD '+ CO-B ^ I>AB +.ADC + ABC _ ^ _ Bcp ^ 


ni •• »t 1 :s i« < J 4 




» t ‘ Remarque. i - , . .i 

- Leé'*Iignes OO', O'O", O' O*, 0*0 passent pat les sommets 

D,- C , B-, A du quadrilatère donné ce dont' il est facile dt 
seTeddre raison.; r v i . i> i t-j 

Nous laissons à démontrer la seconde partie de la proposition 
ainsi que lé théorème suivant -; ' , 

1 °. Si les côtés d’un quadrilatère circonscrit , touchent Un» 
circonférence aux sommets des angles d’un quadrilatère ins- 
crit, leurs diagonales se couperont toutes au même point.^ . 

- Théorème. XXIlj i*. Si ton mène une tangente RTT' muo. 
deux cercles qui ont pour centres C et Cf, tangente qui rencon— 

Fig.i li. treraenRla ligne des centres CÇ,etquepar les ppinis de tangence 
t et ^ du cercle C" avec les cercles C et Cf , on mène une droite- 
tt' , cette droite ira passer, par le point R , dans toutes les 
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pnsitions du cercle tangent C. a®. Si , par le point R , on mène 
les sécantes flni'm , Ran , les quatre points m', m , n , n' seront 
sur une même circonférence. 

Deux points n’étant pas suBlsans pour déterminer le centre 
et le rayon d’un cercle , le cercle C" peut toucher les cercles 
C et C' dans une suite de points t et t' , et il est facile de , 
trouver les extrémités des arcs de contact sur ces deux der- 
niers cercles. 

1®. Les triangles semblables RCT, RC'T' donnent la pro- 
portion 

RC : RC' :: ct ; cr (i). 

Supposons que la droite menée par t' et t rencontre la ligne 
des centres en un point R' dÜTérent de R , et menons la droite 
C!t“ ; les triangles R'Ct , RC't" seront semblables , parce que 
l’angle C't'Y = Ct't" = C't't = C’tt' =CtR' : de là on tire 

R'c : R'c' :: ct : c't" :: ct : c'T'....(a). 

Des proportions (i) et (a), on déduit celle-ci : , 

RC : RC' R'C : R'C', 
et conséquemment 

RC ; RC' — RC :: R'C :: R'C' — R'C, 
on bien. 

RC : cc' :: R'c : cc', d’où RC = r'C, 

d’où l’on conclut que le point R' est en R. 

a®. Les cordes mn , p'q' étant parallèles , ainsi que les cordes 
pq et m'n , comme nous le prouverons plus bas , il s’agit de ' 
démontrer que le quadrilatère mnn'm' est inscriptible. Or 

mtn'n' = p'q'n' -, ' 

mnn' = mpq = p'm'n' •, 

ajoutant ces égalités , on trouve 

mm'n' -j- mnn! = p'q'n' -f- p'm'n' = aD , 

D désignant un angle droit. Donc , etc. 


/ 
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Pour démontrer le parallélisme des cordes m'n' etpq, et, en 
même temps, celui des cordes mn etp'q', nous considérerons 
deux autres points de contact quelconques o et t , et nous 
mènerons les sécantes Roo'o', Ktt' t* ; on aura en o' et t' les 
points de contact correspondans aux points o et et il suffira 
de prouver que la corde ot est parallèle à la corde d’c". Ayant 
mené les cordes To , ot , Tf ; T' o*, o"t", 'T'i", comme o et / 
sont deux points de contact, on aura , d’après la première par- 
tie du théorème , cette suite de rapports égaux , 

RC ; RG' RT : RT' :: Rt : Rt'- Ro : Ro'. 
Donc 

Rt : Rt* :: Ro : Ro', ) 

et conféquemmènt les cordes ot et o"t' sont parallèles. Donc, etc. 

Problème/LIIy Inscrire , Âans un cercle donné , trois cercles 
qui le touchent et qui se touchent entre eux. 

Nous donnerons deux solutions de cette question , dont la 
seconde ne suppose que l’usage du compas. 

i“. Je circonscris au cercle donné DEF, un triangle équilatéral 
ABC ; je joins le centre O de ce cercle aA'ec les- sommets A ^ 
B et C du triangle équilatéral , par les droites OA, OB et OC, 
et dans chacun des triangles AOB-, AQC et BGC , j’inscris un 
cercle, en divisant chaque angle en deux parties égales. De 
cette manière on a trois cercles O'D , O'E et 0*F inscrits dans 
le cercle DEF, dont les rayons sont égaux, et qui se touchent 
dans lés trois points G , H, I. 

* a 

Je dis d’abord que ces trois cercles sont égaux. En effet , 
les triangles AOB, AOC etBOC sont égaux comme ayant 
tous les côtés égaux ; et il en est de même des triangles AO'B , 
BO"C , AO^C J car AB = BC = AC ; les angles O' AB, O'BC, 
0""CA; O'BA , 0"CB , 0"AG sont égaux comme moitiés 
d’angles égaux •, par conséquent les hauteurs O'D, 0"E, 0"F 
sont égales j or ces hauteurs sont les rayons des cercles O', 
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O", O*; donc ces rayons sont égaux. Je dis maîntenanl que 
ces cercles doivent se toucher en trois points H , G , I. Le 
cercle O", j?ar exemple, doit toucher le cercle O' au point 
G intersection de O' O* avec AQ : car le cercle O* étant 
. tangent en F et G aux droites AC , AO , on a AF = AG ; 
on a de même AD = AG', G' étant le point de tangence, 
supposé différent de G, du cercle O' avec la droite AO : or, 
à cause de AF = AD, on a AG' = AG ; donc la droite AO 
touche en un même point G les cercles O' et O* ; donc ce 
point G est le point de tangence de ces cercles. Or, à cause 
de l’égalité des triangles AGO*, AGO' , l’angle AGO* est 
égal à l’angle AGO', et comme d’ailleurs chacun de ces angles 
est droit, nécessairement la ligne O'GO* est' droite; consé-* 
quemment le point d’attouchem^^ G se trouve sur la ligne 
des centres O' O*. Les points l^t I sont donc aussi , et 
par la même raison , ceux d’attouchement des cercles O" et 
O", O' et O". 

On pourrait chercher les centres et les rayons de trois autres 
cercles qui toucheraient extérieurement les trois côtés du trian- 
gle équilatéral en D, £, F , et qui se toucheraient deux à 
deux. . . 

a°. La seconde solution est fondée suc le len^ne suivant. 

Lemme. Tout étant comme aux théorèmes XI.,, XII et 
XIII ^si langle RpQ est droit, que l'angle 
et que p5 = pR = pA , la droite AS sera parallèle et égale 
à Pp , et on aura , , . ’ 

ÂQ = RÇ* — AS.pQ. ‘ 

1 *. Si des deux angles RpQ, Kpq on soustrait les angles 
égaux RpA, RpS, il restera les angles égaux ApP, Spq ; ‘mais 
l'angle ApP est égal à l’angle APp ; donc l’angle Spq est 
égal à l’angle APq ; donc les droites AP , Sp sont parallèles ; 
mais elles sont égales , par construction ; donc les deux droites 
AS et pP sont égales et parallèles. ,, 

a*. On a aussi RQ —Rp pQ = Ap -j- pQ , et d'aprèa 
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le théorème XIIÎ , A(^ = Ap -f- — pP . pQ ; donc 

Ây iTQ' — pP.pQ = — AS.pQ. 

Venons maintenant à la solution du prublème.v.* . ' 

' Construction. Dans la circonférence du cercle donné, portez 
le rayon ' AB de B en C , de C eii D, de D en E, de E 
en'd, de cî en r: du*centre B et du rayon BD soit décrit un 
àrc qui passe par les points à‘,'p , cl) du centre E et du même 
rayon BD , soit coupé cet arc en a et « ; avec le meme fayon 
Fig.i4i' centres C et c soient décrits deux arcs qui sè touperit 

en V , et des rentres D et d, dèùx arcs qui se coupent en v; 
^des centres V et u et avec la même ouverture de compas, 
soient décrits deux arcs qui passent par m et n ; des' centres 
a et * et du rayon AB^scrit coupée la circonférence du 
cercle donflé en G et H et en' ç et h} soit porté le rayon 
AB de G en'L , de H en I, de g- en de A en i ; soit pris- 
BF=Aa, LY=IY=/jc=(yz=:lL, Fm=F7i=Yy , Dp=rDn; 
du centre A et du "rayon connu mn soit décrit le cercle 
PSRXQT, 'sur la circonférence duquel prenant un point ar- 
bitraire P , on portera le rayon-ÀP de P en S', de S en R , 
de R en X, de X en Q , de Q en T; enfin des centres P^ 
Q , R et du ' rayon pn , soient décrits trois cercles qtii seront 
les cèrcles cherchés. ‘ 

Démonstration. Ctnii trouvé (Probl. XXXVII) què l’angle 
GAa était égal à la moitié d’un droit, ou à -j- de la circonfé- 
rence, d’ailleurs l’arc GL est, par constructionj | de là cir- 
conférence ; donc arc GL-— arc GF , ou arc FL | — i = 
de la circonférence, et conséquemment l’arc IL en estYj;donc 
sa corde que nous désignerons par IL est j pour, AB == i , 

■■ IL=h/( 3— t/5) (*)-,i 

i • t ■ ■■ _ ■ 

(*) La corde d’un douzUlsc est le double du sin iS», pour lequel on 
trouve ( Théor. et Probl. TrigonOm. Tect. ) (v^—i), dont le double est 


• ^ 
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F/", est UB diam.ètrc- f Prob. XXX\'I) , et Jes points G et 

.J*'. I . / ^ P' I» ‘i.i ^ ■’ , V'.'r^'Tr* I 

jéUnt syniétritj^ues par rapport a'F air|si que et A par rap- 
port à/,, les, points eJ,L ) 59 'nt‘ausâ>|mé^q^ 

.p.^rtàF, ainsi, que-, i .et /par r^pwt a donc 

;un dianiètre,^ ,p.t çbnsequemmêqt Je'jtriap^le' rectangle^ 'LÏ/ 


aii^-il Isa ,j ‘j tl ab «s.tifiçjj '• ••i-ili r jb U 

ai; i; [) qÿ Yi'l doiici ' 

. ^ '.4 OlOàlK )a O' J-,-' •>'■ I ‘ M» 

Les points a,\ , A'é^airtc««alo8ues:a95< points Q«;A, 

S , R , P du .^en^me. ^a^_d’agrès ce lemme «t 

fejhéo^nj., ^ „T .r 

, la , s ' / .,;.ii. ITO , / . '.I -.-_i0 ISS- /: 1 

+aH/ 5):=.ILU Pan.Te^ nnieswa dîaiso»», 
oL r=LI , donc.d’aprèsja coristjTj£tj,(^ >-^KP ““ rhombe, 

et on sait que pour cette figure 3 ,,qi j 

. «y* .jf- ^ «Y * - 

et conséquemment ln'';.;tr!jiq)3ecoo la 

. vj ^,h 



I A niHrb 

alAy==Ao — i Yatca\/a.rr-v'(6f--;3v'5 )=:: «a aup-ipq 

-'»• =ya-^(^V'A— = 

’i --usa -lu— ;'gü . s,.') 0 ( 1 -— fl;' !■ 

Voyez là première" Seètîon iîe raoW'AlpiWe^ ?ur rWiraïlid^ d»ÿ rà- 
(tes quantités en'* pallie 'conimenintaBleè,- énr partie mMuiniMkli- 
labica., D’aill eus, *én' devant au qua^ Jci.si^usf tueiblsiiei .de l’égulifa 
•Vl6— 3 v'S) — VJ,i on letoiube .^r une égalité. On. constatera ilo 

Wéute IVgalité y/J— ,Vi.^= yia-V3;. , • ..• r,.v / 

* ' ' * • . - -aail» 4 ^ •>« îy J.. ..J. ^ •••‘W aVO 
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la même démonstration s’applique à la ligne Ay. Ënsuite le 
j)oint^ étant sur la ligne o*, Vest-à-dire, sur la droite aA 
prolongée, on aura Yy = aAY. Or des points V', B, A, 
E,.y, les trois' premiers étant également distans des points 
C et c, sont en ligne droite, et les deux derniers étant aussi 
à des distances égales de D et d, sont en ligne droite ; donc 
ces ciitq points se trouvent sur les droites AB et AE, qui ne 
sont qu'une seule et même droite. 

Si on suppose, pour un moment / que les points m et n 
• wieni inr cette même droite, on aura , J - < 

. - Àm ’=i:-AV»:.'Vm='3— >3. = ' 

r 

En effet, si l’on compare les points C, c,'V, B, A,E 
avec les points A, B,-Q;|.P., p, q ( théorème ), en ob- 
aotvont que., d’après l^onstruction , BC ~ CA = Ac = cB , 
CV=CE=Ec=cV , on aura VB = AE, id‘où AV = a , et, 
.par construction / YTniiBD = On trouvera de même 

c. Aniè:‘Av — vn r= i — 

Donc • 

< Fm 2 t Ahr*^-’AF a= 7 — * *s4 




et conséquemment 

Fin' = ÎAY L= Yy , 


'ce qui résulte eu ’ effet de la constrüctioh. Ainsi le point 
'misera' en effet sur la droite VA et le point n sur la 
droite Av. _ . ' 

Puisque Am =<A V3 , on aura mn='4 — 31^3» o** 
^triangles ;BpP, vnD ayant ies côtés égaux^ntre. eux, à cause 
.de BD;=D_y. ,.Dp =Pjïj Bp=nv puisque yit=BD=:Bp_; 


d’après la construction , on aura l’angle Dvn égal à l’angle 
DBp; mais l’angle Dyn, qui est le même que l’angle DvB, 
étant égal à l’angle DBV, oti aura l’angle DBp = DBv; donc 
le point P est dans la droite AE : on a ensdite Dp = Dn 
et dnzsdp-^ comparant donc les points D, d, A, n] p, E 
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aux points *A, B, Q, P , p, q duthéor. XI, on trouvera 

pE = nA = a— j/3, - . • 

d’où 


pn = AE»-aAn 1 — /^•^a{/3 = ay'5-~5. 

De plus, le triangle équilatéral PQR étant semblable an 
triang^ équilatéral BDd , et par conséquent aussi la triangle 
A6D étant semblable an triangle APR , on aura 

AB : BD :: AP : PR, . . . 


c’est-à-dire, en observant que, par construction, AP=mn, 

, i : V3 :: 47 - 21 ^ : PR; . ‘ . 

d’où on tire.. .1 • • 

PR =4i/ 3 — B = 3(2V/3— -3) = apn. 

Donc la ligne PR étant coupée par moitié au point k, ce 
point se trouvera sur les deux circonférences décrites, des 
points P et R , et il sera conséquemment leur point de contact. 
.Qu’on ajoute ensuite à la droite AR = mn = 4 
rayon du cercle décrit du cenpre R, c’est-à-dire la droite 
Rr=np= a |/3 — 3 , et on aura 

Ar :=AR «f-Rf=4 — s = AE = AB 5 

donc le cercle décrit do centre R touchera intérieurement 
le cercle donné , puisque la distance des centres AR ,- est 
égale à la différence des rayons Ar— Rr. - • ^ ^ • 

Problème (Lilly Du centre A décrire un cercle qui' touche 
hs trois cercles inscrits par la construction précédente) et 
“dont les centres sont P , Q, Ri" ' ' 

On prendra une troisième proportionnelle aux deux droites 
’ AB , Am } avec cette ligne comme rayon et du centre A , 
on décrira un cercle qui sera le cercle cherché. 

En effet, AB étant =?i r et Am =?:a — )/3i la troisième 


/ 


Digitized by Google 



I 


/ 


■i38 . . THÉORÈMES { 

jproportioimelle 8'era 7"^4V'3. Si rnainteaantfdivrayon 
on soustrait le diamètre qr du cercle décrit du centre R , 
lequel est = 4 <3^6 , on-'atira pi^éfcisément pour dilTé- 

Fig-i44' rence 7 — 4(/3. Donc un cercle décrit du centre A ’avèb 
cette troL-ième prop<irtionnelleL-pour ^?ypa_,;??ra tangent au 



Problème ^Liy/ Inscrire,, aà mpyen à 

T 

cercle d’un rcy on donné quatre cercles qui lui soient tangens ^ 
et qui soient tandis entré eux. ' 'ié. 


< LerameJSiona deux Circonférences concentrjtpses B F E6 , 
ÇRST , qu'on ait divisé la première en quatre parties 
égales aux points B , Fj E; f,‘ et qi/oh ait pris arbi- 
trairement sur la seconde un point Q , je dis tfile si,, ùii>éc 
la distanc^ BQ, comnie rayon, on Récrit ^s pqints F, E, 
f, comme centres, des drci qui coupent' fa seconde circon- 
férence ert‘ R-, S , T, cettè ciràot^érineè i seifti 'divisée 'én 
quatre parties égales aux' points Q-, R, «J 

'En effet , lestrianglfe8 (J'ÉRt'/’f'AR sdtlt pàtfàitéldénf éga^Ui, 
comme ayant les 'C^érfygaÜ'Jt^éhdÇun’ à' éUilèùn] donl/Tanÿe 
FAQ est égal à l’angle ^AR ;Vétràhcbant' de pàrV é^’ (Tantfe 
Fig.ifâ. l’angle commun FAQ',il resfél‘i l’angle RAF-éla'lià’l'àngleÇA^; . 
or le premier est droit , donc Te second ser^^ftit ydoric l’arc QR 
est, un quart de la circonférence. On ptouyernds la- méma 


manière , \qua , chacun des, .arcs et^çpnséquemnieat 

TQ mesure un angjp droit- JDonc, e^, T,,,yM .j 

Cela p^é , opçupons-nousde la solution (|y.problèmp.^q 
/ Cf^i^tion. Pçrtez le rayon AB de B, en C, d®. è en 
de D en E; des points B et-E comn^p , centres, , ^eç le rajjjn 
Fig. 146. BDjrdécriyez des. arcs qui se coupent en a; , du point B 
^ajjrec le^ràyou An, coupez la circonférèncè' donnée en F etf} 
'du point' F avec AB pour rayon coupez* là’ même '^circbn- 
‘férence en N et O, et’ des points N et' O'àvéc’ Bt) pbùr 
rayon, décrive^ deux arcs-qiii‘ se coupented-P. Pui.'oentce A 
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du rayon oP, soit décrit le cercle QRST ; puis prenant 
arbitrairement un point Q sur la circonférence de ce cercles 
avec le rayon BQ et des centre? F, E.y, couji^z cette cir- 
confér'ence en des points R, S , T. Enfin des centres Q , R , 

S , T et du rayon aF , soient décrits qp^tre cercles qui seroaf 
les cercles cherchés. • • i , ... i 

Démonstration. Comme on a (Prob.'XXXVl) • ’■ "* 

• z.i i 

BF = FE = F/=/B , . / 

on aura aussi , d'après lé lemmé' ‘ • 

. ? ' QR = RS = ST=TQ-> - ■> t 

. r' ^ - i, 

donc l’angle TAQ sera droit et consequeniraent • 

— l • — % '* — ... ••îm' 

,TQ = AT ;*;AQ. = aAT.,:, , , ..J 

# • 

Ayant fait AB = i , on aura aussi FP i V car fl résùRè 
de la construction que la droite PF 'prolotigée éà passét 
par le centre A et par le point’y"; donc l'arc FCPÎ étant 
dè'Gô°; l’angle NF/" sèra de Go°, 'et cdnséquemriient son 
supplément NFP sera de ino“; d’ailléurs' l’angle* NPF aura 
pour mesure |NBF — jNCF = 3o®; donc ,1'àHgle PNF|«era 
aussi de 3o°. Lè -triangle PFN étant, isoscèle, on aurh 
PF=;sFN=i-, d’où AP=ta. On aura ,en.core A/O = ]/2 , 
d’où* oP = AP — Aa= a ~ p a , aF =i a,A ~ A? — i 

, d’où l’on tire, d’après. la, construction , ,j . . 

• a.Ar‘=V.‘^^:;=TQ‘=’a(a— 

et ‘ , , * . i 

> ' - I , ;! •: • . .. !) *jf : j.'O -*A 

TQ = (a — ya) ÿa==:a ya — a t= a(ya— i) = anF/'" 

' J ' ■ ^ ^ U , 

Ponc la distance des deux centres T et Q est égalé ., à 
somme des rayons des deux cercles d.écvits des centres^T.^ 

Q •, donc ces cercles sont tangens. On proi)verait la mém^ , 
chose à l’égard de deux quelconques des autres cercles. 


( 
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Soit enmite r le point où la ligne AR prolongée coupe le 
cercle décrit du centre R ; on aura • . , 

Ar r^^AR + Rr = aP + cF = PF = 1 = AB J 

donc le point r se trouve sur la circonEerencë du cercle donné. 
Donc la distance des centres A et R est égale à la difTérence 
des rayons ; donc les cercles des centres R et A se touchent 
intérieurement. La même démonstration s’applique aux au- 
tres cercles. 

w Reme&que I. 

La solution de ce problème deviendrait très - facile , 
^ ei on écartait la condition de le résoudre avec le compas 
seulement; car , après avoir divisé la surface du cercle donnée 
par deux diamètres perpendiculaires, en quatre secteurs, il 
ne faudrait que décrire dans chacun un cercle tangent aux 
deux côtés et à l’arc de cercle qui ^ termine , question fa- 
cile à résoudre. On pourrait encore décrire quatre autres 
/ cercles qui toucheraient extérieurement le cercle donné aux 

points où celui-ci est touché par les quatre cercles , et qui 
se toucheraient deux à deux. 

Problème (LVj Du centre A décrire un cercle qui' touche 
les quatre qui résolvent le problème précédent, i , , . 

Solution. Cherchez une troisièihe proportionnelle aux. droites 
Fig.ii6.FPi Fa, avec cette ligne prise pour rayon, et du centre A 
soit décrit un cercle ; ce sera le cercle cherché. - > 
Démonstration. PF étant i et Fa =»: \/a — i , la troisième 
proportionnelle àera 3 — a Or soit q le point où le rayon 
Ar conpe le* cercle décrit du centre R , qr en sera le dia- 
mètre =s aaF= a ^a — a : si de l’égalité Ar=i, on re- 
tranche #aF = a y/a — a , il restera Aq = 3 — a y/a qui est , 
^Q.'effet , la troisième proportionnelle. Donc la somme des 
rayons Aq et qR, c’est-à-dire , a — y/a , sera la distance des' 

• •' centres A et R= oP = a — y/a. 
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Problème /LVlj Décrire un cercle tangent à trois droites 
données qui ne soient pas toutes parallèles. 

La solution de ce problème n’a pas de difliculté. 

Problème |LY11^ Décrire un cercle tangent à deux droites 
données et à un c^cle dotâlé. 

Ce problème présente deux çu , spoir : 

' 1 *. Les deux cercles se toMSent èxtérieurement. 

2 ”. Ils se touchent intérieurement. 

• / 0 

1 °. Soit A le centre du cercle donné, et soient ZC, DB 
les droites données. Du centre A , abaissonitibr ces lignes les Fig. t\~, 
perpendiculaires AZ , AD , et prenons sur leurs prolongemens 
les parties ZX et DP égales entre elles et au rayon AK du 
cercle donné. Par les points X et F ainsi déterminés, menons 
les lignes XH, F G , parallèles aux droites ZC, DB; enfin, 
par le problème LI , décrivons un cercle qui passe par 
le point A, et qui soit tangent aux droites XH , FG; 
soient H et G les points de contact , et soit £ le centre de 
ce cercle » je dis que si , du point E comme centre , et avec 
un rayon EL = AE — AL , on décrit un cercle , ce cercle 
sera tangent aux droites ZC , DB. Car, le» angles ECZ, EBD 
sqpt droits , et les rayons EA , EH , £G étant égaux , ainsi 
qué les parties CH, BG , il en résulte £L = £C = £B. 

a*. La construction à fmre ne difi^érera de la précédente 
qu’en ce qu'il faut prendre AX = AZ — XZ et AF = AD pig 
— • DF. Par ce moyen, le cerde cherché aura îin r^on a®- 
EL = A£ -j- AL, d’où AE = EL — AL, condition sous 
laquelle deux cercles se touchent intérieurement. 

Problème (LYIII/ Décrire ùn cercle qui passe par un point 
donné et qui soit tangent à une droite et à un cercle donnés de 
position. 

■ • 

Définition. Nous appellerons cordes semblables àani deux e 
cercles différens , les soutendautes d’arcs semblables , ou qui 


»4a THÉORÈMES ' 

ont même nombre de degrés. Les angles au centre correspon- 
dans à des arcs semblables , étant cégaax , il s’ensuit évidem« 
ment que le» cordes semblables sont entre elles comme leurs 
rayons. Réciproquement , si deux cordes sont-entre elles comme 
les rayons des cercles auxquels elles^appartierfiierit , ces cordes 
sont semblables. Nous pourrons donc regarder cette propriété’ 
des cordes semblables d|être^proportionnelles aux rayons , 
comme équivalente à leur 4l|nition. , Çes propositions sqnt 
faciles à démontrer, en prenant les cercles concentriques. 

, Lemme. I. Si deux cercles se coupent , et que par l'un det 
points dlintérsec^n et par le centre d'un des ' cercles , 'on 
mène une ligne^roite , cetté ligne ne passera point par lê 
centre du second. . 

Car si cette droite passait par les centres des deux cercles, 
les deux cercles auraient une tangente commune en leur point 
d’intersection) ils se toucheraient donc ^ ce point. 

Lemine II. Si deux cercles se coupent , et que par un de^, 
points d’intersection , on mène une droite qui coupe çes deux^ 
cercles , les cordes déterminées seront dissemblable^. ^ 
rig.i;j8. En effet, soient À et H les centres de deux cercles qpi 
se coupent 'en C et en £) menons les diamètres CHI , .CAG- 
, de ces cercles; il suit du lemmè précédent, que l’un deicfs 
diamètres ne pourra passer parle milieu de l’autre. Par le point 
d’intersection C , menons d’une manière arbitraire la .droite 
CBD ; je dis que les cordes CB , CD sont dissemblables. Car, 
* joignons BG , DI , et prolongeons les droites CG , DI jusqu’à 
leur rencontre en K : les angles, CBG, CDK. étant droits „ 
les triangles CBG., CDK donneront.^ ' • 

CB : CD CG CK. ' ; 

Il est donc ^possible que l’on ait ” ' > 

^ CB : CD CG : CI :: i CG : i ci CA : CH. 
Réciproquement , û les cordes déterminées dans deux cercles 
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par une sécante qui leur est commune , sont dissemhlàhles y 

les deux cercles se coupent. ’ ' 

Car si les cercles se touchaient’, lés atcsMBE, NDF s»-' 
raient semblables ; il en serait de même des arcs BE DF J 
•donc aussi' les arcs MB et ND seraient semblables , aiiisi'que 
les otirdes qui les soutendertt , ce (Jui est coVitre l’hypothêse< . 

.•il ■ \ ■ 

. Lemrae III; Si deux triangles semblables ont leurs bases 
parallèles et le sommet commun, les cercles circonscrits à ces 

* I ir ^ ‘i ' ■» ». 

triangles seront tangens L un a l autre, et ils auront pourpoint 
de contact le sommet commun. ^ 

En effet, soient ABC, ADE ces deux triangles j soient O 
et P les centres des cercles circonscrits : menons les rayons 
OD , OEj PB, PC. Les angles DOÉ , BPC étant doubles de 
l’angle BAC, sont égaux , et les triangles ODE , PBC sont sem- 
blables. On a donc 


Fig.i4g. 


Fig fSo- 


mais 


donc 


DE 

DE 

Àd 


BC 
BC ; 
AB- 


DO 
AD ; 

U 

DO 


BP J 
AB; 

: BP. 




Donc les cordes ÀD, AB sont semblables : or, d’après le lemme 
précédent, le contraire aurait lieu, s’il était possible que les 
cercles se coupassent ; donc ces mêmes cercles sont tangens 
l’un â l'autre au point A. 

Cela posé, occupons-nous de la. solution du problème'pro- 
posé. * ’ 

1 ®. Si l’on veut que le cercle donné et le cercle demandé 
ae touchent extérieurement, soient A le point donné' | G le 
Centre du cercle donné et PQ la droite donnée. Par le centre 
G l’on mènera la droite DGFC perpendiculaire ’à PQ • en- ‘ ^ 

suite ayant joint DA,' l’on prendra DH quatrième propor- Fig '5i. 
tionnelle aux lignes DF, DC , DA ; .enfin , au moyen du 
problème ,L , on décrira un cercle qui'pa.’^se par les 
points A et H, et qui soit tangent à la droite PQ-; je dis 
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qu’i) le sera aussi au cercle donné.' En effet , soit B le point 
de contact de la droite et du cercle, }oignons DB qui coupe le' 
cercle donné en E , menons la ligne EF. L’angle DEF étant droit , 
le quadrilatère BEFC estinscriptible (Récip. Liv. II, Prop. XI) ; 
on a donc DC X DF = DB X DE : or , en vertu de notre . 
construction, DC X DF =DAx DH ; donc DA XlMI= DBx 
DE; donc (Récip. Liv. III, Prop. XXI) les quatre points A, 
H , £ , B sont sur une même circonférence. De là il suit que 
le cercle décrit et le cercle donné ont le point E commun 
' et je dis qu’ils n’ont que ce poinifde commun. Car menons 
le diamètre BI du cercle décrit, if sera parallèle à la droite 
DC, puisque le cercle AHEB touche PC en B ; et si l’on joint 
lE , l’angle IEB sera droit. Donc la ligne lEF est droite ; donc' 
les triangles EIB , EDF sont semblables ; donc , en vertu du 
lenime III , les cercles donnés et décrits aont tangens exté- 
rieurement en E. 

a”. Si l’on demande que ces deux cercles se touchent in- 
térieurement , et que le cercle cherché soit intérieur au cercle 
donné , ce qui reviendra à décrire un cercle tangent à un 
cercle donné et à une corde d^ ce cercle, la construction 
et la démonstration précédentes resteront absolument las 
mêmes. * 

3‘. Il en serait de même , si le cercle donné devait être in- 
térieur au cercle décrit. 


Problème |LIX.| Décrire un cercle tangent à une kroit» 
et à deux cercles donnés. 

f 

Nous distinguerons trois cas. 

1 °. Supposons que le cercle doive être extérieur aux denx 
cercles donnés , soient A et B les centres de ces cercles , et 
• soit PQ la droite donnée. Du centre B , on abaissera la per- 
ig.iSj. pendiculaire BZ sur PQ , eV prenant ZX'égal au rayon du 
cercle donné A, on mènera par le point X la parallèle XR 
à PQ. Ensuite du point B comme centre et avec un rayon 
BG égal à* la différence des rayons des cercles donnés, on 
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décrira un cercle ; enfin , au moyen du troisième cas du pro- 
blème précédent , on fera passer par le point A un cercle qui 
soit tangent a la droite XR et au cercle du rayon BG : le 
centre E de ce cercle sera aussi celui du cercle demandé. Eu 
elFet, soient H et G les points de contact du cercle décrit 
avec la droite XR et le cercle du rayon BG , menon.s les 
rayons EA , EM , EG. Si du point E comme centre, et avec EL 
pour rajron , on décrit un cercle, il sera le cercle demandé : 

car, en vertu de notre construction, on a CH = GM = AL, 
et conséquemment EC=EM = EL :'le cercle CLM touche 

donc la droite PQ en C , le cercle de AL en L , et à cause de I 

EB = EG— GB = EA — LA-f-BM = EM-l-BM, il est | 

tangent en M au cercle de BM. j 

2°. S’il faut que le cercle demandé soit tangent intérieu- I 

rement à l'un des cercles et extérieurement à l’autre , la cons- 
truction sera semblable à la précédente. Cependant, dans ce 

cas, l’on prendra BX = BZ — AL, et l’on aura soin de dé- 
crire le cercle BG avec un rayon égal à la somme des rayons 
des cercles proposés : ce qui donnera d’abord EA = EL — AL, 
première condition ; mais on aura toujours EB EM -h- BM , 
ce qui exprime la seconde. Il est bien entendu que le cercle 
EH sera décrit conformément au premier cas du problème 
précédent. 

3®. Si l’on veut que deux cercles donnés soient tangens in- 
térieurement au cercle cherché, la construction sera exac- 
tement la même que celle du cas précédent. 

Problème^LXy Décrire un cercle qui passe par deux points 
donnés, et qui soit tangent à un cercle donné. 

Il est évident qu’il faut , pour que ce problème soit pos- 
sible , que les deux points donnés soient tous deux au-dehors 
ou tous deux au-dedans du cercle donné. Ainsi ce problème 
donne lieu à deux cas : » 

1 °. Si les points donnés B et Dsont situés au-dehors du cercle Fig.iS3. 
donné KGEI dont le centre est A, on joindra cesdeux points par 

lO 
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la droite BD, on mènera la ligne DF AG ; et, après avoir pris 
^ DH quatrième proportionnelle aux droites DB , DF, DG, 
on mènera par ce point ainsi déterminé la tangente HIC au 
cercle donné ; enfin , par le point D et par celui de contact I , 
on fera passer une droite qui rencontrera le cercle donné en 
un point R , tel que le cercle décrit par les trois points K , B , 
D sera celui demandé. En effet, menons la droite BK, et soit 
E son point de rencontre avec le cercle donné ; joignons El : 
je dis que les triangles REI , KBD sont semblables. Car, en vertu 
de notre construction , DB X DH = DG X DF =DK X DI j 
donc ( Récjp. Liv. III , Prop. XXI ) le quadrilatère BHIK 
est inscriptible : d’où il suit que l’angle BKD = IHD. Or, les 
triangles KBD, IHD ayant l’angle BDK commun, nécessaire- 
ment l’angle HID ou KIC est égal à l’angle KBD : de plus , 
les angles KIC , KEI sont égaux , comme ayant pour mesure 
la moitié du même arc Kl ; donc l’angle KEI=KBD; donc 
les triangles KEI, KBD sont semblables,* el par conséquent 
( Prob. LYIII, Lem. III ) les cercles qui leur sont circons- 
crits , sont tangens en R. 

Tig 154. u°. Siles pointsdonnésBetD sont au-dedans du cercle donné 

KGEI , on prolongera la droite BD de DH« quatrième pro- 
portionnelle à DB, DF, DG, ensorte queDBxDH=DGxDF ; 
et il est facile de voir que le point H ne peut tomber qu’au 
dehors du cercle donné ; car on a 

DG X DF = DK' X DH' : 

or si on remplace DK' par DB ■< DK', il faudra , par com- 
pensation, au facteur DH', substituer DH > DH'. Cela posé , 
la construction se continuera comme ci-dessus. 

Remarque. 

Comme par le point H on peut mener deux tangentes au 
cercle donné , on aura toujours deux points tels que I , con- 
séquemment deux lignes telles que DIK, et deux cercle» tan- 
gens passant par les points D et B. 
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Problème i^LXIj Décrire un cercle qui passe par un point 
donné et qui soit tangent à deux cercles donnés. ^ . 

Noua donnerons deux solutions de cette question , dont la 
première est fondée sur les deux lemmes suivons ; 

Lemme I. Étant donnés deux cercles , trouver sur la ligne Fig,i34* 
qui joint leurs centres, un point, tel qu'en menant à volonté 
par ce point une sécante commune aux deux cercles, les cordes 
interceptées soient semblables. 

Ce point n’est autre que celui qui termine la tangente com- 
mane aux deux cercles. En effet , supposons le problème résolu , 
et soient AB , A'ff les cordes semblables déterminées par AR' 
qui rencontre en R' la ligne qui joint* les centres : il suit de là 
(Prob. LVIII , défini) que les angles AOB , A'O'B' sont égaux, 
et que les triangles isoscèles AOB , A'O'B sont semblables ; donc 
les rayons AO , A'O' sont parallèles. Cela posé , les triangles 
semblables R'AO , R' A'O' donnent une proportion de la- 

OO' •v' AO 

quelle on déduit R'O = lin — s 'rP'’ ^ point 

I A\J A 


où aboutit la tangente commune aux deux cercles; on a aussi 


( Prob. XXXXVIII ) RO = 


00' X OT 00' y AO 
OT:pO'T'~AO:+: A'O' * 


Lemme II. Si du point R, déterminé d'après le lemme pré~ 
cèdent, on mène une sécante quelconque RB' A' B A commune 
aux deux cercles, je dis qu’on aura RL/ RC— RB' y:, RA. 
Car si l’on mène les cordes BD, B'D', il est facile de voir 
qu’elles 'seront parallèles. Alors les triangles sembl^les RBD, 
R'B'D' donneront ® 


or, 

donc 

d'où l’on tire 


RB : RD :: rb' : rd' : 
RB : RD :: rc : ra; 
RB' : RD' :: rc : ra; 

RD' X RC = RB' X RA. 
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On aura aussi 

RC' X RD = RA' X RB. 


Cela posé , "venons à la première solution de la question pro- 
posée. II peut se présenter trois cas : car, ou l’on voudra que le 
cercle cherché enveloppe les cercles donnés, ou qu’il soit inté- 
rieure chacun de ces cercles, ou enGn , que l’un de ces mêmes 
cercles lui soit intérieur et l’autre extérieur. La solution est la 
même pour ces trois cas : nous nous bornerons donc à en trai- 
ter un , le premier , par exemple. 

Soient K et L les centres des cercles donnés , soit I le point 
donné. On cherchera , d'après le lemme I , sur la droite KL 
qui joint les centres , un point M tel qu’en menant par 
ce point une sécante quelconque commune aux deux cer- 
cles, les cordes interceptées soient semblables. On joindra MI, 
Fig.i55. et, après avoir pris MN quatrième proportionnelle aux lignes ‘ 
MI, MD, MH, on décrira, au moyen du problème précé- 
dent, Un cercle qui passe par les points N, I, et qui soit 
tangent au cercle dont le centre est K ; je dis que ce cercle ' 
sera pareillement ta>gent à celui dont le centre est L. En effet , 
soit B le point de contact du cercle décrit et du cercle K j 
menons la droite BCFGM qui rencontre en B et C le premier 
cercle et en F et G le second. En vertu de notre construc- 
tion, on a - 

MN X MI = MD X MH : 

> # , VC . v' • t 

or, suivant le lemme II , ’ 


MD X MH = MB X MG ; 

donc 

MN X MI = MB X MG ; 


donc les quatre points B, G, N , I sont sur une même cir- 
conférence. De là il suit que le cercle décrit et le cercle L, 
ont le point G commun , et il reste à démontrer qu’ils n’ont 
que ce point commun. En effet , puisque les cercles BDC, BIN 
sont tangens en B, les chrdes BC, BG sont semblables 
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(Prob. LVIII , Lemme III ) ; mais il en est de même des cordes 
BC , GF, en vertu de notre consbuction ; donc les cordes BG , 

GF sont semblables; donc (Prop. L"VIII, Lem. II et III) , 
les cercles EFG, BGI sont tangens en G. ' ' 

Passons à la seconde solution. 

Soient A le point donné, OB , O'C les rayons des cercles l'ig.i56. 
donnés. Supposons le problème résolu , et soit ABC le cercle 
cherché tangent en B et C aux cercles donnés. Si l’on mène , 
les droites ABE , ACG par A, et les points de tangence B 
et C , et la droite DBCF , les trois triangles ABC, BDE, CFG 
seront semblables (Prob. LVIII, Leni. III), Si, par les’ 
points E et G , on mène les tangentes EH, GT aux cercles 
des rayons OB , O'C, on aura 

angle AEH = angle BDE = angle BCA, 
angle AGI = angle CFG = angle ABC. 

D'où il suit, 1 °. que les triangles AGI, AEH sont semblables 
au triangle ABC ; 2 °. que 

angle AIG = angle ACB = angle AEH*; 

qn’ainsi les tangentes GI , HE sont parallèles. Si, du point A 
on mène aux cercles des rayons OB , O'C des tangentes que 
nous désignerons par t et t', on aura 

= AC X AG = AB X AI I -, , f t'» AI 
P=ABXAE = 

Si donc on prend , à partir du point A , sur la droite AO , 
une longueur AR qui soit à AO dans le rapport de t'* 
à t* , et que du point R , comme centre , avec un rayon RI 
qui soit aussi à ‘OE dans le rapport de /'* à (*, ou de AR à 
AO , on décrive le cercle ml», ce cercle sera tangent à IG, 
parce que RI est parallèle à la droite OE perpendiculaire 
à la parallèle HE à GI. Il suffira donc de mener une tangente 
cqmmune aux deux cercles des rayons RI , O'C . si l’on joint 


\ 


1 
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ensuite le point A aux points de tangence G et I , les droites 
AG , AI donneront les points de contact cherchés C et B. 

Problème^LXIlj Décrire un cercle tangent à trois cercles 
donnés. 

Il est facile de voir que ce problème présente quatre 
cas dilFérens ; car on peut demander, ou que le cercle cherché 
renferme ces trois cercles donnés , ou qu’il n’en renferme 
que deux , ou qu’il n’en renferme qu’un , ou enfin qu’il les 
laisse tous trois au-dehors. i 

Dans le premier cas , soient 0,0', 0" les centres des trois 
cercles donnés, OP, O'Q, 0"R leurs rayons. Du point O 
comme centre et avec un rayon = OP — 0”R , on décrira un 
cercle : on en décrira un second du point O' comme centre et 
avec un rayon = O'Q — 0"R : ensuite , au moyen du pro- 
blème précédent, on fera passer par O" un cercle qui soit . 
tangent aux deux derniers cercles décrits. Le centre C de ce • 
cercle sera évidemment celui du cercle cherché. 

La solution des trois autres cas ne présentant aucune dilfi- 
culté , nous nous dispenserons de les rapporter. 

Nous allons résoudre autrement le même problème. 

Lemme I". Le sinus de tout angle inscrit dans un cercle 
quelconque, est ^al à la corde sur laquelle il est appuyé , 
divisée par le diamètre. 

Sur l’hypoténuse BC du triangle BAC rectangle eil A , soit dé- 
crite une circonférence; elle passera par A. Si l’on fait le 
diamètre BC = i , le côté AB devient le sinus de l’angle ACB : 
car si, du centre O, on mène à AC la parallèle OH , H sera Is 
milieu de AB : donc en observant que pour passer du sinus 
pour le rayon i au sinus BH du meme angle pour le rayon 
BO , il faut diviser BH par BO , on aura 

sm BOH , ou sin BCA=|^= ^ = AB ; 
on aura aussi sin AFB = AB. Or dans dilTérens cercles, les 
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cordes des arcs d’nn même nombre de degrés, sont proportion- 
nelles aux diamètres donc , etc. 

Lemme II. Dans un quadrilatère qui a deux angles droits 
aux extrémités d’une même diagonale, cette diagonale est 
égale à l’autre multipliée par le sinus de l’angle opposé à ta 
première. 

Les angles en F et G étant droits, la circonférence décrite 
sur AD comme diamètre , passera par les quatre sommets , 
et on aura, d’après le lemme précédent, 

* sinFAG = ^^, d’où FG = AD.sinFAG. 

Occupons-nous de la solution' du problème. 

Soient A, B, C les centres des cercles donnés, X celui 
du cercle cherché. Formons lè triangle ABC et joignons X Fig.iCo. 
aux centres A , B , C ; du même point X menons sur AB , 

AC les perpendiculaires XE, XF, et menons la diagonale EF. 

Si l’on conçoit sur BX, comme diamètre, une circonfé- 
rence , elle passera par les points Ë , F , et d’après le lemme II , 
on aura 

EF = BX sinABC, 

* t 

et , après avoir élevé au qnarré , 

Ëf’= BX’sin*ABC. 

Dans le triangle EBF , on a 

ËF*= ËB*-f- BF* — 2ÉB.BF cosABCv ’ ' 

Céla posé, soient- X le rayon de la circonférence cherchée, 

A, B, C les rayons des circonférences qui ont leurs centres 
en A, B, C; a, é, c les côtés du triangle ABC, respecti- 
vement opposés aux angles A,' B, C, et enfin m et n le si- 


« 
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nus et le cosinus de l’angle connu ABCt L’équation résultante 
de l’égalité des deux valeurs de EF deviendra _ 

(B + x)*m» = ËB* + BF* — aEB .BF .n, 

et on remarquera qu’en remplaçant BX, qui est la distance 
des centres B et X, par la somme des rayons B + x , on dit 
que les cercles B et X se touchent. T raduisons EB et BF . 
Les triangles rectangles BEX, EAX donnent 


BE 

ËÂ 


i + EX'= BX‘) ... f st:* 

_ ' ^ J S. dou BE — EA 

i 4- EX = AX j ( 


— BX — AX ; 


écrivant pour AE sa valeur AB — BE=c — EB , et pour 
AX sa valeur A-f-x^ qui exprime que les cercles A et X se 
touchent, on. trouve ; 

aEB . c — c» = B‘ — A» 4 a(B — A)x , 

c’est-à-dire , . ' . 

_ B*— A»4c*4 2 (B — A)x. 

iLo = ■ , 

ac 

on obtiendrait de la même manière, 

B*— C“4 o*4-2(B — ‘ 

Ht s » 

< aa 

et dans cette évaluation de BF , on introduit, par la substi- 
tution de C4x pour CX , la condition que les cercles C 
et X se touchent. Reportant ces valeurs de EB et BF dans 
l’équation trouvée ci-dessus, on a celle-ci ; 

/B» — A* 4 c* 4 a(B — A)xV 
(B4x)-.m* = ( 

' , ./ B»-C»4n»4a(B- C)x\^ 

\ aa ) 

{ B«— A°4c°4a(B— ^A)x }{ B»— C*4g'*-l-g(B— C)x> ~ 
aac • • -* 

qui ne monte qu’au second degré. ' 


f 
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Si les cercles touchés ont tous trois môme rayon , on ti 
A = B C , l’équation précédente se change dans celle-ci : 

-f- 8B/n’‘x -f- -}- anac — a* — c* = o , 

» 

laquelle étant résolue, donne j 



d’où on tire , ea prenant le signe supérieur , 

_ i , 

... 

En elFet, si du centre X on mène une perpendiculaire Xx 
à AC, cette perpendiculaire divisera AC en deux parties 
«gales en x, et on aura, d’après le lemme I'% 

• ' . "v xC b 

sm xXC = ^ = — — — ; 

XC 2 (x-f-ù) 

ainsi du centre C avec un rayon x + B = ~ , on décrira 

un arc qui coupera la perpendiculaire en un point X, lequel sera 
le centrç/dù cercle cherché. 

Remarquer 

Sur ce problème et les précédens , on peut consulter 
V Arithmétique universelle de Newton , an titre : De la manière 
de mettre . les questions de Géométrie en équation. ^ 

Théorème ^XXIII^ Soit AB.C un triangle quelconque inscrit 
dans un cercle i, si par chacun des sommets on mène une Fig. i6t. 
tangente prolongée jusqu’à la rencontre des côtés opposés en 
a, b , c, les^ trois points a, b, c seront en ligne droite. 

I 

En effet , le triangle ABa donne ’ ' . 

AB % Ba sinAeB ; sinBAa, 
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et le triangle ACa donne 

Ca ! AC y. sin CAû I sin AaC ; 

lyultipiiant ces deux proportions par ordre , et observant que 
sin AaB = sin AaC , sin BAa = sin' ACB =: sin C , sin CAa 
= sin ABC = sin B , on aura 

AB . 'Ca : Bo . AC :: sin B ; sinC. 

On trouvera de la même manière 

CA . Bc ; CB . Ac ;; sin A ; sin B , 
et BC . Ah ; BA . Çb ;; sin C ; sin A. 

Multipliant ces trois proportions , et supprimant les facteurs 
communs , on aura entre les six segmens des côtés A, B, C , 
la relation suivante 

Ab . Ca • Bc = Ac . Ba . Cb , 

laquelle, d’après le théorème XlV, ne peut 'avoir lieu, sans 
que les trois points a, 6, c ne soient en ligne droite. On re- 
marquera qu'ici la transversale cba tombe au-dehors du triangle 
BAC , et qu’elle rat analogue à fcVù du théorème ’q«e nous 
venons de citer. , - . , . 

Fig.ilGa. Théorème /xxrV;/ 5oit le quadrilatère inscrit JSCÙ^si 
l'on prolonge les côtés opposés AB, CD jusqu à leur ren~ 
contre en va , les autres côtés oppôsés AD , BC jusqu’à leur 
rencontre en n , et qu’on mène par les extrémités des diagonales 
~AC, BD, lès tdngentés Ap et Cp , Bq èt 'Dq-, les ifüatre 
points m, n, p et q é ont en ligne ‘‘droite. 

Je dis d’abord que les trois points ht , n , ’p sont en lighte 
droite.' En effet . , • 

le triangle A'mD AÏ) Ibm li^sin Amp !^sin*t)A»t' 

le triangle BmC ...... Cm ;‘BC sin CBm iin'BmC 

le triangle ACp donne AC ; Cp sin ApC t sfn'CAp' 

le triangle Arp rp I Ar :: 'sin rAp ; sintApr 

le triangle CDn ...... D» : CD : : sin DCn ; sin D/iC 

le triangle Crrt Cr 1 m II sin C«r l sin nCr, 
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Multipliant toutes ces proportions , et observant, pour réduire , 
qu’on a • 

tin AmD = sin BmO ; sin ApC = sin Apr ; sin Cnr = sin DnC ; 
sin DCn ~ sin DAnt j sin CBm = sin CAp } 

que de plus 

AD ; BD : sin DBA : sin BAD , BC : BD : : sin BDC *. sin BCD ; 
d’où 

AD . sin BAD BC . sin BCD 

sin DBA sin BDC ’ 

et conséquemment 

AD ; BC :: sin DBA ; sin BDC ;; sin rAp : sin nCr , 
on trouvera 

AC . Cr . Cn* . rp . Dn = CD . Ar . Dm .Cp.rn (A). 

Mais 

AC ; CD j; sin ADC sin CAD <■ 

Cr : Ar :C sin CAD I sin ACr ; 

donc piusque sin ACr = sin ADC , l’un de ces angles étant 
supplémentaire de l’autre , on a 

AC . Cr = CD . Ar : 

divisant l’équation (A) par celle-ci , il restera 

Cm . rp . Dn = Dm . Cp , rn 

équation entre les segmens des triangles CDr, laquelle , en 
vertu du théorème XIV , ne peut avoir lieu sans 'que les 
trois points m , n , p ne soient en ligne droite. 

Puisque le point de concours des tangentes qui passent par 
les extrémités A et C de la diagonale AC , se trouve sur Ja 
droite mn , le point de concours des tangentes qui passent par 
les extrémités B et D de l’autre diagon^e BD doit, par la 
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même raison , se trouver aussi sur cette droite mn. Donc le* 
quatre points m , n, p , q sont placés sur une mém« droite. 

I Ce théorème et le précédent sont encorp dus à M. Carnot j 

nous les avons tirés d’un excellent ouvrage ayant pour titre : 
Mémoire sur la relation qui existe entre les distances res- 
pectives de cinq points quelconques , pris dans l'espace; suivi 
d’un Essai sur la Théorie des Transversales. . 

Théorème|XXV/ Soient A , B , C les centres de trois cer- 
cles tracés .dans un même plaît ; concevons qu’on mène des 
droites qui touchent ces cercles deux à deux extérieurement , 
Fig.iG3. soient a, h, c les points où ces tangentes coupent les lignes 
des centres prolongées , c'est-à-dire que a soit le point où la 
ligne des rentres BC est rencontrée, par la tangente extérieure 
aux cercles B et C, et ainsi des autres ; les trois points a , 
h , c se trouveront nécessairement en ligne droite. 

En désignant par A , B et C les rayons des cercles dont 
les centres sont A , B , C , on a la proportion 

A : B Ac : Bc , 

B : c :: Ba : Cfl, 

c : A :: cè : Ai : • 


multipliant ces trois proportions et réduisant , on trouve 
Ai . Ca . Bc = Ac . Ba . Ci ; 


Fig i63. 


relation qui ne peut avoir lieu , d’après le théorème XIV , sans 
que les trois points ne soient en ligne droite. 

Théorème^XXVl/ Soient les tangentes intérieures TT'y ttf, 
17 ' , et soienth', a', c' les points dans lesquels elles coupent 
respectivement les lignes des centres : 

1 ®. Les trois transversales Aa! , Bh' , Ce' sè coupent en un 
même point D. 


a*. Les points h'à'c ; c'e'h; c'h'a sont en ligne droite. 

1 ®. En désignant par A, B, C les rayons des cercles dont 
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les centres sont A , B , C , on a les proportions 

A : B :: Ac' : Bc' , 

B : c :: Ba' : Ca', 
c : A Ci' : Ai'. . 

Multipliant ces trois proportions et réduisant, on obtient 
celles-ci : 

Ac' . Ba' . Ci' = Ai' . Bc' . Ca' , 

ce qui prouve (Théor. XV) que si l’on mène les trois trans- 
versales Aa', Bi', Ce', elles se croiseront toutes en un même 
point D. 

a*. On a 

A : B :: Ac : Bc; 

A : B :: Ac' : Bc', 

d’où résulte la proportion 

Ac ; Bc ;; Ac' : Bc'. » 

Or on a vu (Théor. XVIII) que si D est le point de con- rig iGi- 
cours de trois droites Aa', Bi', Ce', menées des sommets A , 

B , C d’un triangle ABC aux côtés opposés , la ligne b' a pro- 
longée jusqu’à la rencontre du çôté opposé AB , la coupera 
en un point c qui doit donner entre les segmens Ac , Bc, .\c', 

Bc' la proportion précédente. En effet , le triangle AJ)B est 
l’analogue du triangle FCG (Théor. XVIII) , ACB l’analogue 
de F AG, la ligne Ac'Bc celle de GhFk, et i'a'c celle de « 

DBA. 


Dans mon Traité d’ Analyse géométrique , j’ai résolu autre- 
ment ces questions. 

ThéorèmefxXVIl/ Soit un demi-cercle AB , soit C un point 
quelconque de son diamètre; construisons sur les segmens AC , 

CB les deux demi-cercles AGC , CMB ; du point C élevons 
CD perpendiculaire sur AB , et décrivons des cercles GFE , Fig.iSS. 
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MLN qui touchent de part et d! autre cette perpendiculaire 
et les arcs des demi-cercles ; je disque ces deux cercles seront 
égaux entre eux, 

Lemme. Les deux cercles AEB , CED se touchant en E , 
si fon mène le diamètre CD parallèle à AB , et qu’on joigne 
les points B et D et le point de contact E, la ligne BDE 
sera droite'. 

La Egure offre deux cas. 

1°. F et G étant les centres des cercles, la ligne FG ira au 
point de contact E ; soit DH parallèle à GF : on aura 

HF = GD = GE; 

d’ailleurs FB = FE ; donc HB = FG. Mais EGD = EFB ; 
donc EGD = DHB , donc EDG = DBF. Si à chacun de ce» 
angles, on ajoute GDB, on aura 

EDG + GDB = DBF + GDB : 

or la somme DBF -f- GDB valant un angle droit, il en est 
de même de la somme EDG + GDB ; donc la ligne EDB 
est droite. 

a°. Les diamètres DC , AB étant toujours parallèles , la 
droite menée par les centres G et F , passe par le point de_ 
contact E , èt on a l’angle DGEr= EFB ; d’ailleurs , à cause des 
triangles isoscèles DGE , EFB , l’angle GDE = DEG =: 
FEB = FBE; donc 

DEG -f BEG = FEB + BEG. 

Mais FEB -f- BEG = sangles droits, donc il en est de mêniB 
de DEG -}- BEG ; donc BED est une ligne droite. 

Passons à la démonstration du théorème. 

Supposons que le cercle FGE touche la perpendiculaire 
CD en E , la grande demi- circonférence en F, et la moyenne 
en G ; le diamètre HE sera parallèle à AB; joignons FH, 
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HA ; la ligne AF sera droite ( Lem. ), et les droites AF, 
CE se rencontreront en D. Joignons aussi FE, EB -, la ligne 
FEB sera droite , parce que l’angle ALB ayant pour mesure 
la moitié de la demi-circonférence plus la moitié de l’arc 
FI , et l’angle AEF ayant pour mesure la moitié de l’arc AF 
plus la moitié de l’arc INB, il s’ensuit que les angles ^EF et 
AEB valent deux angles droits. Cette droite BEF sera per- 
pendiculaire sur AD en F. Menons HG,GC; la ligne HC 
sera droite (Lemme. ). Joignons EG,GA, la ligne EGA 
sera droite ; prolongeons cette droite vers I , et tirons BI ; 
la droite BI sera perpendiculaire sur AI, et elle ira passer 
par D.En effet , DC ,BF étant deux perpendiculaires abaissées 
des angles B et D sur les côtés opposés , et AEI une perpen- 
diculaire abaissée du troisième angle sur BI,'la ligne BID doit 
être le troisième côté du triangle (Recueil, de Théor. et Prob., 
Théor. III). Mais les deux angles AGC , AIB étant droits, 
les droites DB et HC sont parallèles, et on' a 

AD : DH :: ab : bc. 

D’ailleurs les droites AC, HE sont parallèles ; donc 

AD : DH :: ac : he. 

De ces deux proportions on déduit celle-ci ; 

AB : bc :: ac : he ; 

et conséquemment ' 

i ^ > 

• AC X CB = AB X he! 

On démontrera de la même manière que 

AC X CB = AB X LK , 

LK étant le diamètre du cercle LMN tangent en N M et 
L aux deux circonférences et à la droite DC. Donc lés dia- 
mètres des cercles FHGE et LMK.N sont égaux. 


\ 
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Remarque. 

On pourrait se proposer d’assigner les centres et le rayon 
de ces cercles tangens. 

I Questions à résoudre.] , 

Nous invitons les élèves à s'exercer sur les énoncés suivant 
qui appartiennent à la Partie précédente de ce Recueil. 

I Problème. Trois droites étant données de position dans un 
plan , tracer une transversale qui soit coupée par ces droites , 
en deux parties , dans un rapport donné. 

Problème. Quatre droites étant données de position dans 
un plan , tracer une transversale qu’elleS divisent en trois 
parties qui soient entre elles comme trois lignes données . . 

Problème. Trois droites pétant données de position dans un 
plan , trouver le point d’où menant trais peipendiculaires à 
à ces droites , ces perpendiculaires soient entre elles comme 
trois lignes données. 

I Problème. Inscrire dans un cercle donné et lui circonscrire 
un triangle d’un contour déterminé. , 

rig.167. [ Théorème, Soient un demi -cercle AMB et une sécante 
quelconque DE ; si des points A et B , on lui mène deux 
perpendiculaires AD , BE , le segment DF sera égal à GE. 
Fig.167. ^ Théorème. Soient un demi-cercle AMB et une ligne KL 
qui le touche en T ; si des points A et B on lui mène deux 
perpendiculaires AK, BH , la ligne TK sera égale à TH. 
Fig.iCS. \ Théorème. Soient deux demi-cercles ABC , DEF, et soient 
AD ■=’CF ; si du point C on mène une sécante quelconque 
CGEB, et du même point une tangente CTK , on aura 
1». CG = EB; 2". CT=: TK. 

Fig.169. f 'Théorème. Soient deux cercles AB CA ,DEFD, et AD=FC; 
si par F on mène une sécante quelconque BEFG , on 
aura BE= FG. 

\ Théorème. Soient deux demi- cercles ABC , DEF et 
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FG=AB;si par C on mène une sécante quelconque CKEB, 
et une tangente CTM , et par G deux perpendiculaires, F une 
GH à la sécante , et F autre GL à la tangente , on aura , 
i». BE — KH; a'. MT— TL. 

Problème. Un demi-cercle ifant donné , et un point D f*8‘’7** 
sur son diamètre ^ faire passer par D un demi-cercle DTF 
tel , que si du point ^on lui mène une tangente CTB , on 
ait BT = AD. . . ^ 

1 Théorème. Soient deui^ demi-cercles ABC , DEF et Fig i;!.' 
AG = CD ; si par F on mène une sécante quelconque FB , 
et une tangente FT , et du point G deux perpendiculaires , 

F une GH à la sécante , l’autre G K à la tangente, on aura 
1 *. HBx=KE ; TP. KT= TL. 

I Théorème. Soient deux cercles qui se touchent au' point 
A , soit décrit un autre cercle qui. touche l’un d’eux ‘en B, 
et qui coupe l'autre dans les points C et D ; si des points C 
et D on mène deux droites à l'un quelconque des points de 
la circonférence AEBF , le plus grand de ces angles sera 
l'angle CAD , et le plus petit sera l'angle CBD.~ 

/ Problème. Etant donné un point B sur la circonférence Fig. 173 . 
d’un cercle , trouver deux autres points L et M , tels , que le 
triangle BLM soit, équilatéral , et qu’il touche le cercle par le 
côté LM , dans le milieu E de ce côté. 

I Problème. Étant donné un triangle ABC et deux circon- 
férences concentriques , construire un triangle AtF CF, qui ait 
deux de ses sommets AF et Bf sur la grande circonférence , 
et le troisième CF sur la petite , et qui soit équiangle au triangle 
donné. 

Problème. Étant données deux circonférences Cet CF qui se 
coupent en E et F, puis un point A sur C et un point B sur CF, 
mener la. corde AH dans la circonférence C, et la corde BD dans 
la circonférence CF, sous la condition que les extrémités H 
et D de ces cordes soient sur une même autre circonférence , 

4t quelles se' coupent sous un angle donné. 

Il 


T 
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DesPérîmèlres et des Aires de quelques Polygones 
réguliers» Quadrature de quelques espaces limi- 
tés par des arcs de cercle et des droites» 

.'f. Théorènie|jXXVni^ .Le côté du triangle équilatéral cir- 
conscrit, est égal uRy'3 , R étant le rayon du cercle inscrit. 

Le triangle FQR dans lequel l’angle FQR est divisé en deux 
parties égales par QE , donne (Géüm., Liv. III, Prop. XXXI , 
Théor. ). 

QR . QF = FO . OR -f QÔ* 

Le triangle FPR donne par la même raison , 

PR . PF :;= FO . OR -f- PÔ.' 

Ajoutant cés deux égalités, il vient celle-ci, - , , 

r 

2 PR . Î*Q = SFO . OR + âOQ . 

ou ... ; 

•n observant que OR = «FO ; donc . , . 

— —a — ï ' ' 

QR = isR , d’où QR = R^ la. 

Cette proposition a déjà été démontrée , Théorème II , Corol. 
de ce Recueil. 

vThéorèmeIXXIXi La troisième proportionnelle aux péri- 
mètres du triangle équilatéral et du quarré circonscrits à un 
cercle, est égale à la troisième proportionnelle aux périmètres 
du triangle équilatéral et du quarré inscrits à ce mértie cercle. 

‘ En effet , désignons par R le rayon du cercle ; le côté du 
triangle équilatéral circonscrit sera , 4’après U théorème pré» 
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cèdent, R^/ia ou aRy/3 ; donc le périmètre du triangle 
équilatéral circonscrit sera GRy/3. Le périmètre du quarré cir- 
conscrit est évidemment 8R : donc la troisième proportion- 

3aR 

nelle à ces deux périmètres , est — =. Or ( Géom. , Liv. IV, 

Prop. IV , Schol.) le côté du triangle équilatéral inscrit 
étant R [/3 , le périmètre de ce triangle est par consé- 
quent 3R^/3; d’ailleurs (Géom. , Liv. IV, Prop. III, 
Schol. ) le côté du quarré inscrit étant R^a , son périmètre 
sera 4R\/a; donc la troisième proportionnelle à ces deux 

périmètres , est Ces deux troisièmes proportionnelles sont 

les mêmes. Donc , etc: 

^ • 

■ Théorème / XXX,) L'aire troisième proportionnelle aux 
aires du. triangle équilatéral et du quarré circonscrits à un 
cercle, est égalé à Caire troisième proportionnelle aux aire» 
du triangle équilatéral et du quarré inscrits à ce cercle. 

Car le côté du triangle équilatéral circonscrit étant, d’après 
le théorème précédent, aRy/S, et sa hauteur 3R , son aire 
sera 3R’\/3 ; l’aire du quarré circonscrit sera 4R* : la 

troisl' me proportionnelle à ces deux aires est Or le 

côté du triangle équilatéral inscrit , étant RV3 , et la hau- 
teur f R (Géom. , Liv. IV , Prop. IV , Sch. , et Liv. I , 
Prop. XXXII ) l’aire sera \ R*V/3; pareillement l’aire du 
quarré inscrit est aR*, et 1 aire troisième proportionnelle à 

ces deux aires, est encore donc, etc. • 

Theoreme^XXXlj L aire troisième proportionnelle à celles 
de l hexagone et de l octogone inscrits, est égale à Cairç 
troisième proportionnelle à celles du triangle équilatéral et du 
quarré inscrits , et conséquemment aux aires du triangle équi~ 
latéral et du quarré circonscrits. 
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3R* V^3 

Car l’aire de l'hexagone inscrit sera — — — , celle de l’octoi 
gone sera aR* V^a (Liv,. IV , Prop. XIII) ; la troisième pro- 
portionnelle à ces deux aires , est , qui est ceUe que nous 
avons trouvée dans le théorème précédent. 

ThéorèmeXXXIl/ L’aire du dodécagone inscrit, est égale 
à trois fois te quarré du rayon. 

Car l’aire de l’hexagone •circonscrit est donnée par la for- 
mula 

aA X B 


B' = 


A + A’ 


7 » 


OÙ A , B sont les aires des triangles équilatéraux inscrit et 
circonscrit, et A' l’aire de l’hexagone inscrit. Or A=|R*V''3, 

B = 3RV3 , A' = ; donc 

a » 

|RV3 X 3RV3 _ SR« 

fRV3 

aire de d’hexagone circonscrit. L’aire du dodécagone inscrit 
sera donnée par 

A' = /Â^TB, 


où A et B sont les aires des hexagones inscrit et circonscrit , 
«nsorte que 

à 

A' =s X aR*V3 =! 3RV 

Donc , etc. 

Corollaire. La côté dp triangle équilatéral, étant Rv/3, sos 
quarré sera 3R* ; c’est-|à-dire , égal à l’airp dodécagone 
inscrit. 4 
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Remarque. • 

Parmi les polygones inscrits , le quarré et le décagone sont 
les seuls dont les aires soient au quarré du rayon dans le rap- 
port de deux nombres entiers j et parm^ les polygones cir- 
conscrits, le quarré est le seul dont l'aire jouisse de cette' 
propriété. 

Tbéorème(XXXIIlJ L^^uarré du câté du pentagone régu- 
lier inscrit dans un cercle, est égal au quarré du côté de 
l hexagone , plus au quarré du décagone. 

Soit O le centre du cercje circonscrit à ces trois polygones Fig. 175. 
réguliers. Soit AB le côté du pentagone : si nous abaissons sur 
ce côté le rayon perpendiculaire OC , BC sera le côté du 

décagone, et il faudra prouver que AB = BC + AO. A cet 
elTet, abaissons du centre O une perpendiculaire Oé sur BC , 
joignons CI : les triangles BCI, ABC sont semblables, parce 
que le point I étant également éloigné des points B et C, 
le triangle CIB estisoscèle comme le triapgle ABC-, et d’ail- 
leurs l’angle en B est con^pnn : ces triangles donnent donc 


d’où l'on tiro 


Bl : BC BC : ba,. 


ABxBI = BC (1). 


Les triangles AOB , AOI sont aussi semblables , parce que 
l’angle AOB a pour mesure | tt, vr étant la circonférence 
l’angle AlO a pour mesure 

AKN'+Bisr* N'ACN — AC , 


et que d’aillenrs l’angle BAO est commun ; donc 
AB : AO AO : AI, 
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AB X AI = AO." (u). 

Én ajoutant membre à membre les égalités (i) et (s) , on 
trouve 

• ÂB =’Bc"+ ÂO. 

Nous croyons ne devoir pas terminer cet article, sans parler 
de quelques espaces mixtilignes ou Airvil^nes ayant des aires 
équivalentes à Celles d'autres espadis terminés par des lignes 
droites. Il ne faut pas chercher , dans ce que nous allons dire , 
une méthode analogue à la méthode des quadratures : tout se 
réduit ici à ajouter à une aire des aires égales, on à lui ajouter 
et à en retrancher la même aire. . 

* Nous parlerons d’abord des Lunulles d’Hyppocrale de Chio. 

Théor.| XXXIvj Si sur les trois cotés 'Sun triangle ABC 
lectangle en A, on décrit des demi-circonférences BamC, CM A, 
BNA , on aura aire Cm AM aire Bn AN c=. aire B AC. 
Fig.i 7 G. Les aires des demi-cercles étant comme les quarrés des 
diamètres, on a 

CmnBG : CMAC : BNAB ::'bc : CA : ba", 

d’où 

CmnBC : CMAC + BNAB :: Bc": CÂ"-f BÂ"^ 

donc , à cause de BC = CA BA , on aura 
CmnBC = CMaC -f BNAB. 

Si de part et d’autre on retranche la somme des aires*mixti— 
lignes CmA , BnA , il restera * 

aire CAB = aire CMAm + aire BNAn. 

Donc, etc. 

Remarque. 

11 est facile de construire dés lunulles autres que cellea 

* 
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d'Hyppocrate , et dont on puisse assigner rigoureusement le» 
aires j mais nous ne nous arrêterons pas à ces recherches. 

Théorème /XXXV] Si deux \ercles de rayons égaux se 
coupent en A et B , et que de l'un des points d'intersection A , 
fin mène une ligne AC qui coupe l'arc intérieur en E, et 
l’arc extérieur en C , l'aire mixtiligne EmBnCE sera égale ^‘6 * 77 - 
à celle du triangle EBC., * 

Il sufTit de démontrer que la corde BC est égale à la corde 
BE , parce qu'il s’ensuit que le segment B/iCB est égal au seg- 
ment BmEB, et qu’en ajoutant à ces segmens égaux l’espace 
mixtiligne EmBC , on aura 

EmBnC = EBC. 

Or l’arc BmA = BpA ; donc l’angle BEC qui a pour mesure 
la moitié de la somme des arcs BniE et £A ou rie l’arc BmA , 
est é^l à l’angle DCA qui a pour mesure la moitié de l'angle 
BpA : donc la corde BE est égale à la eprde BC. 

' Si la droite AD est tangente en A à l’arc AEB , l’aire 
AEmB/iCDA sera égale à celle du triangle ABD. 

Théorème (XXXVI./ Si 'deux cercles de même rcyon se 
touchent en Cj et que par le point de contact, on fasse passer 
un troisième cercle de même rayon, taire AFCEDKBMA 
= aire ABDC. 

Menons la tangente CB an point de tangence M des cercles : 
on vient de voir que l’aire ÇFAMBC = aire CAB , et que 
l’aire CEDXfiC =aire CDB. Donc, etc. 

Division des Surfaces. . \ ' 

Problème /LXIII./ Diviser le pentagone irrégulier ABCDE Fîg.179. 
en trois parties équivalentes par des lignes tirées du point O 
donné sur le côté CD. 

Faisant la surface du pentagone =A, celle du triangle 
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EOD = B, EN = x, EM = x', on.aura' 


d’où 


aire EON + B = f A ; 
aire EON = | A — B , ' 

On tire de là , après avoir abaissé la perpendiculaire OH à BA , 

A— B 


X 


3 ■ 


Le point M sera donné par 


s! — 


iOH * 


■ B 


iOH 


Hg-iSo. 


Problème|LXIVj Diviser la surface du pentagone AB CD È 
en trois portions équivalentes par des lignes tirées de [ angle D. 

Soient surf. ADE= A , ABCD ~C, ABCDE = D , oft une 
perpendiculaire abaissée du point D sur le côté AB -, lorsque A 
sera moindre que le tiers de D, la ligne DM tombera à la 
gauche de 'AU, et on aura, .pour déterminer AM = x, 
l’équation 

A + ^ . X =J (A ■+ C) , ' 


de laquelle on tire 


^ — > /’‘ C— aA \ 
\\ {DH )' 


Soit AN =x'; on aura l’équation . 


DH 

A + _.x' = HA + C), 


laquelle donne 


^ = Kw> 
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On examinera encore les dilFérens cas dans lesquels les 
lignes DM et DN doivent tomber à gauche et à droite des 
diagonales DA et DB. 

ProblèmefLXV/ Diviser la surface du pentagone ABCDE 
en trois portions équivalentes par des lignes tirees des points 
, O et P donnés sur le côté CD. 

Des points donnés O et P soient abaissées des perpendicu- fig iSi, 
laires OH et PH' sur le côté AB ; faisant AEDO = A , 
surf. BCP = B , ABCO = C , ABPDE = D , on aura , pour 
déterminer AM=x et BN=:x', les équations 

OH 

A 4- ^ = HA + C) , 

pu' 

B + . a/ = HB + !>)« 

On tire de la première 


et de la seconde 



Problème! LXVll Diviser la surface du pentagone ABCDE F'S >8ï. 
en deux portions qui soient entre elles dans le rapport de m 
à n, avec cette condition que la ligne de division parte du 
sommet d'un des angles. 

Soient surf. AED = A , ABCD = C , ABCDE = È ; DH 
étant perpendiculaire sur le côté AB , on aura , pour déter- 
miner AM = x, l’équation 

ÜH 

- A -J X ;A4-C;:m:m-4-7i, 

•t a. . 


de laquelle on tire 


m A -|- C A 
iDH iDH* 
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Problème LXVII. Diviser un polygone quelconque en un 
certain nombre de parties équivalentes par des lignes parais 
lèles à un des côtés du périmètre. 

I 

. Soit le polygone ABCDEIF = A à diviser en quatre parties 
égales par des lignes parallèles au côté AB } on tirera une 
ligne K'G' , ensorte que la surface résultante ABK'G' paraisse 
= i A ; puis calculant ABK'G' que noua représenterons par 
B' , on connaîtra le rapport de cette surface à la surface en- * 
tière. Supposons que la construction ait donné 

B'<iA, 

I 

il faudra ajouter à B' une petite surface G'GKK'. Soit LH' 
la hauteur du trapèze B'j le problème se réduit donc à trou- 
ver sur le prolongement de LH' le point H par lequel doit 
passer la ligne GK ; on a pour cela la proportion 

B' : i A :: (AB + G'k') lh' ; (AB + gk) lh. 

Mais lorsque B' diffère très-peu de jA, la droite G'K' est 
aensiblement égale à GK (*)’, les deux termes du dernier 
, rapport prennent un facteur commun , et la proportion devient 

B' : i A :: LH' : LH ; 

d’où l’ob tire 

LH = LH' X ' 

équation dans laquelle on connaît B , A et la hauteur LH 
mesurée sur l’échelle du plan. Le calcul serait absolument 
le même dans le cas de B ^ ^ A. 

Mais ce que nous venons de' dire suppose que les sur- 



('*‘) La diffërcnce entre G'K' et GK , pour une un^inc hamenr H'H, dé- 
pend des angles B ef 'A; et ccue diffcrcuco ■ 11671601 d’autant plus grande 
que ces angles sontiplus obtus. 
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faces partielles soient des trapèzes , ce qui n’a plus lieu dans 
la surface RGFMNF C i A. Dans ce dernier cas , après 
avoir mené par le sommet F , la ^rallèle FF' à AB , on 
commencera par calculer la surface partielle FF'M'N' = D 
ît celle ABCF'F dont la différence avec -j A donnera F'FMN 
== E ; puis , pour corriger la surface GKCF'N'M'F supposée 
plus grande que ^ A, on fera la proportion ' ’ 

, D : E H'H" ; h"h*; * 
d’où l’on tire 

H*H'' = H'H" . 

* i) 

Problème LXVIII. Diviser en deux surfaces équivalentes 
le polygone A B CD EF par une droite RR' parallèle à la droite Fig.>84- 
xf donnée de position. 

L’aire P du polygone ayant été calculée par une méthode 
que nous ferons bientôt connaître (Rec. de Théor. et Probl. 

Levé des Plans), sa moitié sera l’espace RCDER'. Or si l’aire 
BCDEG était égale à l’aire BAFG , la droite BG serait la' 
ligné de division cherchée; mais en supposant 

BCDEG > -, • 

a 

on aura l’aire BRR'G , en retranchant de l’aire BCDEG qu’on 
, • .P 

calculera par la méthode annoncée , l'aire — . Ensuite on di- 
^ a 

visera l’aire BCEG qu’on évaluera par la mêmS méthode , ea 
deux parties BRR'G, RCER' qui soient entre elles dans un 
rapport connu , et la ligne RR' qui opère cette division, don- 
nera la solution du problème. ^ 

On diviserait de même la ligure en deux part^équivalentes* 
par une droite SS' perpendiculaire à xf, en calculant l’aire 
ABCDù , DA étant perpendiculaire à xf, pour efl déduire 
l’aire ADSS', et diviser ensuite le trapèze DAAE on doux sur*:' 
faces qui soient dans un rapport donné. 
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Quant aux perpendiculaire» Tth , Ek , elles peuvent être 
mesurée» suk le terrain , ou calculée» par la théorie des lignes 
proportionnelles. 

I Sur les Plans.} .. . . 

Problème/LXIxJ Par une droite donnée dans l'espace , 
mener un plan parallèle à une droite donnée de position. 

Par un point quelconque de la première droite , on ima- 
ginera une parallèle à la seconde; la première droite et la 
parallèle à la seconde se coupant, détermineront un plan 
parallèle à la seconde droite. * 

Théorème XXXVII. Si un plan et une ligne sont perpendi- 
culaires à un plan, le plan et la ligne sont parallèles. 

Théorème XXXVIII. Si un plan est perpendiculaire à une 
ligne , il est perpendiculaire à tout plan mené par cette ligne. 

Théorème XXXIX. Si on mène parallèlement à une droite 
donnée de position deux plans qui se coupent , l'intersection 
de ces plans sera parallèle à la droite. • . -, 

. Car si par la droite donnée et par un point de la commune 
intersection , on imagine un plan , il coupera chacun des deux 
plans donnés , suivant une parallèle à la droite. Ainsi , par 
un même point et dans le même plan mené parla droite donnée, . 
on pourrait tracer deux parallèles à celte droite, ce qui est 
impossible. 

Cette proportion trouvera son application dans la Géométrie . 
descriptive. _ 

Corollaire, Si on mène autant de plans qu’on* voudra pa- 
rallèles à un^^roite , et non parallèles entre eux , ces plans 
*ie couperont suivant des parallèles à cette droite. 

Théorème XXXX. Si par la diagonale d un parallélogramme, 
on mène un plan dans une position quelconque , et que par les 
sommets des angles du parallélogramme , opposés à cette dia- 
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gonale , on mène deux perpendiculaires au plan , ces perpen- 
diculaires seront égales. 

En effet, soit mené nn plan par l’une de ces perpendicu- 
laires j on pourra le faire tourner autour de cette perpen- 
diculaire jusqu’à ce qu’il aille passer par le pié de l’autre , il 
contiendra donc alors les deux perpendiculaires *, dans cette po- 
sition , il coupera le plan du parallélogramme suivant l’autre 
diagonale divisée par la première en deux parties égales, et 
le plan de l’espace suivant une droite menée par les pieds 
des deux perpendiculaires et l’intersection des deux diagonales : 
il se formera donc deux triangles rectangles , ayant nn côté 
égal qui sera l’h}rpoténuse , adjacens à deux angles égaux; \ 
donc les perpendiculaires qui sont deux côtés opposés à des % 

angles égaux dans ces deux triangles, seront égales. Donc , etc. 

Théorème XXXXI. Soit GN l'intersection des deux plans fig.,s5,’ 
HM, Nm ; soit A un point situé hors de ces plans , soient AP , 
les deux perpendiculaires abaissées de ce point sur les mêmes 
plans ; je dis <jue l'angle pAP formé par ces deux perpen- 
diculaires , est égal à celui que font entre eux les deux 
plans NM, Nm , et qu'ainsi il est la mesure de l'angle dièdre 
ou de l'angle des deux plans. ' ^ 

En effet, suivant les deux perpendiculaires Ap , AP , 
conduisons un plan qui rencontre Nm et NM suivant les 
droites D/> et DP ; on formera deux triangles Api , IPD rec- 
tangles l'un en p , l'autre en P , qui donnent l’angle pAF = 

PDp. Il reste donc à démontrer que l’angle PDp mesure l’in- 
clinaison des plans NM , Nm. Par le point D élevons les per- 
pendiculaires DR , DS , la première au plan P?M , la seconde 
au plan Nm : ces deux perpendiculaires seront dans le plan 
pAIPD : donc la droite GN sera perpendiculaire à ce plan , 
et par conséquent aux droites Dp , DP menées par son pied 
dans ce plan. Donc l’angle pDP mesurera l'inclinaison des 
plans NM , Nm. ' 

Corollaire /. Il résulte de cette démonstration, que si l’on 
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mène un plan perpendiculaire à-la-fois à deux plans qui se 
coupent , les traces de ce plan sont perpendiculaires à l’inter- 
■ection de ces deux derniers plans. 

Corollaire II. Si par un point de l’intersection “commune 
de deux plans, on élève dans chacun de ces plans une per- 
pendiculaire à cette intersection , le plan de ces deux per- 
pendiculaires sera perpendiculaire aux deux plans. 

Corollaire III. L’angle RDS est égal à l’angle PDp ; l’angle 
RDS est donc une antre mesure de l’angle dièdre ou de l’angle 
de deux plans , dont nous ferons usage par la suite. ^ 

■ Problème LXX. Trouver la plus courte, distance entre deux 
droites qui ne sont pas dans un même plan. 
if Cette plus courte distance est une perpendiculaire aux deux 

droites. 

F!g.i8e. Soient AB, A'B' ces droites non parallèles, et simées dans 
des plans différens : on mènera par A'B' un plan B'A'C' pa- 
rallèle à AB , et par AB un plan BAC parallèle à A'B' (Réc. 
de Théor, etProbl. , Probl, LXIX). La plus courte distante 
cherchée sera visiblement celle des plans B'A'C', BAC. Par 
A'B' Bn fera passer un plan perpendiculaire au plan BAC , ce 
plan’ coupera BAC suivant AC , et cette intersection AC 
m coupera la droite AB en A; la droite AA perpendiculaire 

sur le plan BAC , sera la plus courte distance çherchee , 
puisqu’elle sera perpendiculaire en même temps aux plans 
BAC B'A'C' , et qu’elle aura ses deux extrémités sur les droites 

données AB et A B . -. 

• ^ 

Introduction a. la Géométrie descriptive. 

Les notions.suivantes font naturellement suite à la Géométrie 
• des plans, en même tems qu’elles forment 1 introduction à la 
Géométrie dite descriptive , parce quelle sert,, 

I® A représenter sur une feuille de dessin qni n a que deux 
dimensions , tous les corps de la nature qui en ont trois. 
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a*. *A donner la manière de recomiaître , d’après une des- 
cription exacte, la forme des corps, et de (Réduire et de ces. 
formes et de la position respective de ces mêmes corps, toutes 
les vérités qui en résultent. 

L espace est cette étendue indéfinie dans laquelle tous les 
corps sont placés : puisque cet espace n’a pas de limites , oa 
• ne peut déterminer le lieu absolu des corps , mais seulement 
leurs situations relatives, ou la position de chacun d’eux par 
rapport à des objets fixes qui seront des points , des lignes 
ou des plans ; et c’est en effet la seule connaissance qui nous 
importe. Ces objets fixes seront pris arbitrairement ; m^ais une 
fois choisis, ils'ne devront plus varier; autrement on n’aurait 
pas la situation relative des points en question. 

Pour prendre le cas le plus simple , supposons que les points 
en question soient dans un plan : dans ce plan , concevons 
deux droites AX , AY faisant entre elles uu|pngle quelconque 
donné : tout point tel que M situé dans ce plan , est déter- 
miné on défini de position , lorsqu’on connaît les. longueurs ' 
des droites MQ , MP menées de ce point parallèlement aux 
axes AX, AY et terminées à ces axes. Un autre. point M' sera 
pareillement caractérisé de position par les données analogues 
M'Q', M'P' ; et la situation du point M' par rapport au point M 
aéra connue. Si l’angle YAX est droit , supposition qu’on fait 
ordinairement, APMQ est un rectangle, MQ, MP deviennent 
des distances aux lignes fixes AY, AX, et on peut remplacer 
MQ par AP , ensorte que les élémens de position des points 
M et M' sont AP , PM pour M , AP', P'M' pour M', etc. Par 
ces données, les points M et M' ne peuvent être confondus 
avec d’autres points du plan. 

'Pour définir la position d’un point dans l’espace , il faut 
rapporter cette position à quelques autres objets distincts des 
parties de l’espace qui les renferment, et qui seront enx-o' 
Blêmes connus de position. 


Digiiized by Google 




176 THÉORÈMES 

Supposous que ce point soit rapporté à un cert;^ lisnlbre 
de points A, B, G etc. dont la position soit connue. 

Soit ce point à un mètre de distance du point A; il sera sur 
la surface d’une sphère décrite du point A comme centre et 
avec un mètre de rayon. 

^ Supposons ensuite que , d’après les définitions de la position 
du point , il doive être à deux mètres de distance du deuxième 
point connu B : il sera sur la surface d’une autre sphère dé- 
crite du point B et avec deux mètres de rayon. 

Donc le point donné sera surrla commune intersection de 
deux sphères , c’est-à-dire sur la circonférence d’un cercle 
dont le centre est sur la droite qui joint ceux des deux sphères , 
et dont le plan est perpendiculaire à cette droite. 

Supposons enfin que le point doive se trouver à trois mètres 
de distance d’un troisième point C connu : il sera donc sur 
l’intersection de^ circonférence dont nous venons de parler 
avec la surface d'une sphère décrite du centre G -et avec. un 
rayon de trois mètres. 

Or une sphère coupe une circonférence en deux points seu- 
lement J donc'si par la ligne qui joint les centres A et B et le 
troisième centre C, on mène un plan, et qu on dise de quel 
côté se trouve le point de l’espace par rapport à ce plan , ce 
point sera absolument déterminé , et ne poiura rester confondu 
avec aucun autre point de 1 espace. 

On voit qu’en employant ainsi , pour déterminer la position 
d’un point dans l’espace, ses distances à d’autres points connus 
et dont le nombre est nécessairement trois, l’on est.araene à 
des constructions qui ne sont pas assez simples pour servir de 
base à des procédés habituels. 

Au lieu de rapporter la positien d'un point à d’autres points, 
f isayons de la rapporter à des droites données. 

Supposons que le point doive se trouver à un métré d une 
droite connue A. 
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, Il se trouvera sur la surface d’un cylindre d’un mètre de 
rayon , et dont Ijaxe sera la droite A : mais par cette seule 
donnée, il reste confondu avec tous les points de cette surface 
cylindrique. 

Supposons donc qu'il soit à deux mètres de distance d’une 
autre droite B. 

Il sera sur la surface d’un second cylindre de deux mètres de 
rayon , et dont l’axe sera la droite B. 

Il sera donc sur l’intersection de deux surfaces cylindriques , 
laquelle est une courbe^ouble courbure (*), puisqu’elle parti- 
cipe de la courbure du premier cylindre et de celle du second. 

Supposons enBn que le point demandé doive être à trois 
mètres de distance d’une troisième droite G. 

Il se trouvera sur les intersections d'une troisième surface 
cylindrique avec la courbe à double courbure , intersections 
qui sont au nombre de huit. 

On voit donc que les considérations auxquelles on est con- 
duit pour déterminer la position d’un point dans l’espace, par 
lâ connaissance de ses distances à trob droites connues, sont 
encore bien moins simples que celles auxquelles donnent lieu 
ses distances à trois points. 

Cherchons s’il ne serait pas plus simple de déterminer la 
position d'un point par la connaissance de ses distances à des ^ 

plans connus. 

Supposons qu’il soit à un mètre de distance du premier 
plan A , sans qu’il soit exprimé de quel côté il est placé par 
rapport à ce plan. ' 

Il sera sur deux plans parallèles au plan A que nous sup.* 
poserons horizontal , et menés à un mètre de distance de ce 
dernier , l’un au-dessus, l’autre au-dessous. . 


(') Une courbe !i double courbure est une courbe dont deux élémeni 
quelconques consécutifs UC sont pss dans un méatc pisn. 

la 
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Supposons, en second lieu, que le point cherché soit à 
deux mètres de distance d'un second .plan B perpendiculaire 
à A. ' • 

Il sera donc sur deux plans parallèles au plan B , tous deux 
à deux mètres de distance de ce plan , l’an à droite, l’autre 
à gauche. 

Donc enfin ce point ne peut plus se trouver que sur les 
intersections de l’un des deux plans parallèles à B avec les deux 
plans parallèles à A , intersections qui sont au nombre de deux 
droites, et sur celles de l’autre plaq||^arallèle à B avec les 
deux plans.parallèles à A, c’est-à-dire sur deux autres droites. 

V 

Supposons éafiü que le point soit à trois mètres de distance 
d’un troisième plan C perpendioelaire à A et à B. 

H sera sur les intersections des quatre lignes droites dont 
«pus venons de parler , avec les deux plans parallèles à C et 
placés à trois mètres de distance de ce dernier de part et 
d’autre, l’uu en-deçà. Vautre au-delà. 

Or l’intersection de chacun de ces plans avec les quatre 
droites , donrfe quatre points ; donc l’intersection des deux 
plans en donne huit. 

Il faut donc quelques conditions particulières de plus pour 
isoler ce point des autres points de l’espace. 

Mais si on indique de plus de quel côté par rapport au 
preaûsr plaa A , puis de quel côté par rapport au second 
plan B, les.dietaDces doivent être prises; au lieu de quatre 
plans, on n’en aura plus que deux, et le point cherché sera 
%ur l’intersection de ces deux plans , c’est-à-dire sur une 
seule droite; si de plus ou ajoute de quel côté le plan doit 
être pris par rapport au troisième' plan C , le point cherché 
sera l’intersection d’une droite unique et d’un, plan unique ; 
il sera donc parfaitement distinct de tous les autres points du 
l'espace. 
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On voh donc que , quoique par rapport aii nombre de ses 
dimensions , le plan soit moins simple que la ligne droite qui 
n’en a qu'une et que le point qui n’en a pas , il présente 
cependant plus de facilité que le point et la ligne droite pour 
la détermination d’un point dans l’espace. C’est ce procédé 
qu’on emploie ordinairenaent dans l’application de l’Algèbre 
à la Géométrie , où on est convenu de déterminer la position 
d’un point, par ses distances à trois plans connus de position 
et rectangulaire entre eux. 

Mais dans la Géométrie descriptive qui a été pratiquée de- 
puis beaucoup plus long-temps par iin grand nombre d’hommes, 
et par des hommes dont le temps était précieux , les procédés 
se sont encore srmplihés ; et au lieu de la considération de trois 
plans , on est parvenu , au moyen des projections , à n’àvoir 
plus be.soin , explicitement, que de celle de deux. > ■ ^ 

L'Architecte rapporte toutes les’ parties d’un édîficè par des 
perpendiculaires abaissées sur un plan horizontal , et ce dessin • 
s’appelle le plan géométral de l’édifice ; il fait connaître la 
situation re.spective des points remarquables de l’édiEce sur 
le plan horizontal , par des fils à plomb. 

» 

Pour compléter la description, l’archilecfe conçoit un plan 
vertical par une ligne donnée dans le plan géométral , sur lequel 
il rapporte.les objets à leur hauteur au-dessus du plan horizon- . 
tal ; cette figure s’appelle coupe ou profil, si le plan passe 
dans l’intérieur de l’édifice , et élévation , si elle n’en fait voir 
que les parties extérieures. 

Quant aux dimensions inclinées sur le profil et sur le plan 
géométral , elles ne saliraient y être représentées dans leur 
longueur naturelle , et c’est à les déterminer que s’applique la 
géométrie dont noùs allons présenter les élémens. 

• Soient trois droites fixes AX , AY , A25 réciproquement per- Fig.i89. 
pendiculaires l’une à l’afltre âil point A j chacune d’elles sera 
'p^rpeodiculaittf ah plan des deux autres , puisqu’elle l’ert à 
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deux droites qui se coupent à son pié dans ce plan : ainsi 
chacun de ces plans sera en même temps perpendiculaire aux 
deux autres , puisqu’il est assujéti à passer par deux droites 
dont chacune est perpendiculaire à l’un de ces plans. Ces trois 
pians forment donc les trois faces d’un parallélépipède rectangle, 
et l'angle solide trièdre A. Nous supposerons les plans et 
ZAY verticaux et le plan XAY horizontal. * 

Qu’on se représente un point M dans l’espace , ou situé hors 
des plans Z AX, ZAY, YAX , par exemple , en avant du premier 
plan , à droite du second et au-dessus du troisième , et qu’on 
imagine -de M des perpendiculaires MM', MM*, MM* sur ces 
trois plans : ces perpendiculaires mesureront les plus courtes 
distances du point M de l'espace à chacun de ces plans. Les 
plans menés par les perpendiculaires MM' et MM*; MM' et 
MM* ; MM" et MM" achèveront le parallélépipède , et le point 
M de l’espace sera le sommet de l’angle solide trièdre opposé 
à l’angle A. 

É*a distance MM' du point M au plan ZAX est en longueur 
vraie M*m ou Am" ; celle MM" du même point au plan ZAY 
est égal à M*m" ou Am ; enfin celle du niêrtie point M au plan 
horizontal YAX , est MM* ou M'm , ou Am'. Ainsi ces distances 
se retrouvent sur les droites fixes ou axes AY , AX , AZ, et elles 
sont comptées du point A. 

Les points M', M*, piés des perpendiculaires abaissées du 
point de l’espace sur les plans verticaux , sont dits , projections 
verticales du point, et le point M", pié de» là perpendiculaire 
abaissée du même point sur le plau horizontal, est dit projection 
horizontale du point. 

Deux de ces projections suffisent pour retrouver le point ; 
car les perpendiculaires menées par chacune d’elles , au plan 
qui la contient , vont se rencontrer dans le point de l’espace. 

' La troi.sième projection résulte évidemment des deux autres , 
c’est ce que la ligure indique clairement. 

Fig. 189. ' Considérons maintenant une ligne droite AB située d'une 
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manière quelconque dans l’espace , et un plan KL qui soit le 
plan même de la planche : si de tons les pointa de cette droite 
on conçoit des perpendiculaires abaissées sur le plan LK , 
tous les piés de ces perpendiculaires seront dans une ligne 
droite indéfinie ab qu’on nomme projection de la droite sut 
le plan. 

MN étant une portion de AB , M'N' en sera la projection : 
lorsque le plan RL est horizontal , M'N' est dite projection 
horizontale. 

Mais on observera qu’il suffit des projections M' et N' des 
extréAités M et N de la droite , puisqu’en les joignant , on a 
celle de la totalité de cette droite. 

Le plan MM'N'M s'appelle plan projetant ; et KL se 
nomme plan de projection. On nomme donc plan projetant 
d’une droite celui qui passait par cette droite , est perpen- 
diculaire au plan de projection : l'intersection de ces deux plans 
est la projection même de la droite. 

M'N' est la projection horizontale commune sur le plan KL 
de toute droite située d’une manière quelconque dans le plan 
projetant, entre les perpendiculaires extrêmes MM' et NN'; 
ensorte qu’on ne peut conclure ni la lonÿieur ni la position 
d’une droite de l’espace de la seule donnée de sa projection. 

Supposons toujours le plan horizontal KL et un plan PQ qui Fig-i^cH 
lui soit perpendiculaire , de telle sorte que leur intersection PP' 
soit perpendiculaire aux parallèles LL', KK' : soit la droite MN 
dans l’espace , au-dessus du plan KL et à droite du plan PQ ; 

MM’ et NN" étant des perpendiculaires au plan KL, M"N" sera 
la projection horizontale dé MN ; de même les lignes MM^ 
et NN' étant perpendiculaires au plan PQ , M'N' sera la pro- 
jection de MN sur PQ , ou projection verticale de MN. 

Maintenant si par M’N" on élève un plan perpendiculaire 
à KL , et par M'N' un plan perpendiculaire à PQ , l’inter- 
section de ces deux plans projetons,, sera la droite MN de l’es- 
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pace. Les données de deux projections d’une droite sur detut 
plans , sont donc des déGnifions sufiisantes de cette droite. 

Dans la pratique, la projection M'N' ne se trace pas sur un 
plan qui soit réellement vertical ; on conçoit que ce plan ait 
tourné autour de PP' pour s’appliquer sur LR : alors les point» 

IV' et M' se rabattent, avec le plan PQ , .sur le plan LR-, 
en décrivant des arcs des points n et m comme centres , 
et dont les rayons sont . les perpendiculaires N'n et M'm 
abaissées des points IS' et M' sur la charnière ; ces points 
viennent se placer en N* et M'*sur les prolongemens des lignes ^ 
]\"n, M' m , qui sont aussi perpendiculaires à PP’, puisquf ,dans 
la rotation de PQ autour de sa charnière , les lignes jS'n et jVl'm 
n’ont pas cessé d’etre perpendiculaires à PP' en n et m. 

On peut supposer un troisième plan passant par P'K’ et 
P'Q , et qui sera conséquemment perpendiculaire à chacun 
des deux premiers , et sur lequel on ait aussi projeté la 
ligne MN par deux perpendiculaires menées des points M 
et N à ce plan. 

Ainsi , pour tout présenter dans une Ggure , on supposera , 
ainsi que nous l’avons fait pour un point , trois axes AX , 

15,. AY, AZ réciproc^ement perpendiculaires l’un à l’autre ; les 
deux prepiicfâ étant supposés dans le plan même de |a planche 
qui sera lé plan horizontal , 1 & troi.^iéme AZ étant vertical : ces 
trois plans seront aussi réciproquement ’perpendiculaires l’un 
à l’autre. YAX remplacera le plan RL, et ZAX le plan PQ. 
Le’troisièrne plan sera conduit par AY et l’axe vertical ./\Z. 

Les trois projections de la droite de l’espace , seront M’N’ dans 
le plan vertical XAZ , M"N" dans le plan horizontal XAY , 
et enGn N*M“' dans le second plan vertical ZAY. 

Lorsque , pour le tracé , le plan vertical XAZ est rabattu 
dans le prolofigement di^plan horizontal XAY , qui est figuré 
par le plan de la planche , les projections horizontale et ver- 
ticale N", N'; correspondantes au même point de l’espace , 
sont dans une perpendiculaire à l’axe AX, ainsi que 
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aous l’avons déjà fait obsarver plus haut.' Si l’ota sé mrt des 
deux plans verticaux XAZ et ZAY\ on imagine que celui-ci 
tourne autour de AZ comme charnière , jusqu’à venir se placer 
dans le prolongement du premier , en AZY', emportant avec 
lui sa projection M*N*, ef alors les deux projectioijja d’un même 
point de l’espace, telles que N', N*', sont sur^üQ* perpendi- 
culaire N'N* à l’axe AZ. ^ ' ’ 

Pour bien se représenter la position de la droite de l’espacë , 
donnée par ce système de projections , on imaginera les plans-’ , 
XAZ- et ZAY' qui n’en font qu’un, relevés à angle droit sur 
le plan horizontal, suivant XAY', puis la portion ZAY' tour- 
nant autour de AZ jusqu’à ce que AY' coïncide avec AY : alors , 
si par M'N' et par M''N" on élève des plans respe(ÿivement per- 
pendiculaires à XAZ, XAY , on a , par leur intersection, la 
droite en question : elle est encore donnée par la rencontre des - 
plans projetans élevés par M'N' et par M"N"', ou par M"N^ 
et par M*N* aux plans qui renferment ces projections. 

Ainsi , deux quelconques de ces projections isolent com- 
plètement la droite d*e l’espace , c'est-à-dire, qu’elles en défi- 
nissent la position. ■ - 

L’une quelconque des trois projections est toujours la consé- 
quence nécessaire des deux autres ; en effet le point de 1# droite 
de l’espace , projeté en N' et N*, est à un# hauteur N'n" au-des- 
sus de sa projection horizontale N" : la projection du même point 
dans 1# plan vertical ZAY qui. est la position vraie du plan 
ZAY', est donc à une hauteur N'u* au-dessus de n", en sup- 
posant N"n* perpendiculaire à AY : si donc on ramène le 
point n" sur AY' par un arc de cercle décrit de A , comme 
centre , avec le ra^on An", et qn’on élève en q* une perpen- 
diculaire à AY' , égale à N'n", le point N", extrémité de cett# 
pvpondieiilaire, sera la troisième projection verticale : on con- 
clura pareillement M** des projections M' et M"; conséquem- 
ment on aura la seconde projection verticale de la droite. 

On peut, au moyen de deux projeetiou#, obtenir en lon-jfjg.rg» 
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gueur Traie , la droite de l’espace sur l’un des plans de projec- 
tion , et nous choisirons à cet effet le plan horizontal. 

On observera que les points de la droite , projeté» horizon- 
talement en M", N", et verticalement "en M', N', sont à des 
hauteurs M'm", N'n" au-dessus dé M" et ensorte que la 
droite de l’espace , les hauteurs verticales de sespoints extrêmes 
et sa projection horizontale M"N", forment un trapèze dont le 
plan passant par M"N" est vertical ; si on imagine ce trapèze 
tournant autour de sa base M"N", comme charnière , les per- 
pendiculaires extrêmes qui en sont les côtés parallèles , le seront 
coi^tamment à la projèction M"N" en N* et M", et elles n’aa- ’ 
Tont pas varié de longueur; ainsi le trapèze rabattu dans le 
plan YAX , sera N"MMN‘', dans lequel les perpendiculaires 
M'M , N*N sont égales à M'm*, N'n". Ce trapèze supposé 
relevé verticalement sur XAY , après avoir tourné autour de 
M"N", donnera la longueur et montrera la position vraie de • 
la droite de l’espace. 

Mais si par le point M on mène une parallèle Mn à M*N*f 
le triangle <MNn , rectangle en n, doqpefa . 

MN‘= + ■^ 1 * 1 = (NN* — nN*)» + 
ou / 

MN*= ( NV — M'm*)* + 
et conséquemment 

MN = V^CN'»" — M'm")» + , 

Si l’on mène par M" la parallèle M*p à*AX , le triangle 
M"N> rectangle en p donnera * ' 

5m'‘= N^ + M^=(N*n*— M"m*)»4-’(NV— M*m*)% 

Substituant dans MN cette valeur de M"N*, on aura 
MN=V/{(N'n"— M'm")*+CNV-M*m')»+(N*n*— M*m*)*), 


Digitized by Google 



ET PROBLÈMES. i85 

expression toute en quantités données par les projections. On en 
déduit encore 

MN = v/{ ( An'— A7n')*+ ( An'— Am”)*+(An*— Am*)“ } . . .( i) , 

autre expression de la longueur MN d'une droite de l’espace, 
au moyen des distances de chacune de ses extrémités aux trois 
plans rectangulaires de projection. 

Si l’une des extrémités de la droite de l’espace , celle qui est 
projetée en M' et M* tombe en A , alors | 

Am' = a , Am" = o , Am* = o , I 

et on troure 

MN ou AN = 1/{ÂÎ7+ Âïr* 

Problème XXXXII. Le quarté de l’aire^d’un triangle est 
égal à la somme des quarrés des aires des trois projections 
de sa surface sur Us trois plans coordonnés. 

Soit YAX un triangle rectangle en A, et dont le plan est Fig.iô?. 
horizontal j YAZ , XAZ les plans verticaux qu’il faudra voir 
relevés perpendiculairement sur YAX , suivant AY et AX , 
de sorte que les deux lignes AZ , AZ se réunissent en une 
seule arête perpendiculaire au plan YAX en A; enfin, soit 
le plan YZ'X qui ferme la pyramide triangulaire ZAYX , 
ensorte que , dans la position vraie du plan YZ'X , le point 
Z' coïncide avec Z , XZ' avec XZ , et YZ' avec YZ. Dési- 
gnons les aires YAX par P , YAZ par R , XAZ par Q , YZ'X 
par S, et faisons AX =a , AZ = b , AY — c. Cela posé, le 
triangle XAY rectangle en A , donne 

1ÔL= ÂX’+ ÂŸ’; d’où YX = \/a^ + c*. 

Si 'du point A on abaisse une perpendiculaire AB sur YX , 
on aura ^ 

' YX ; AY :: AX : AB ; d'où AB = . - ; 

c* 
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le triangle rectangle AZB , dont le plan est vertical et a pour 
trace horizontale AB , donne 


BZ = AZ + AB = A* + — — 

-f- c* 


et conséquemment 


I y'a'A'-t- 

K a" 4- c“ 


on prend ici la valeur de la ligne ZB dane le triangle ZAB ^ 
parce qu’elle est la même que celle du côté Z'B considéré dann 
la face YZ'X en position. Or 


^_ YXXBZ‘ 

a 


; YXxBZ I 

V~ a ~ K / 


e, «*A* -f- A*c* -4- fl*c* 

S = 

mais d’ailleurs on a 

_ YX X AB ^ ^ ^ a* -f- c* nV 


S* r= Q» 4. R* + P>, 

S , Q , R et P étant les nombres d’unités qui représentent les 
aires de chacun des triangles'! 

Nous retrouverons dans la Polyédromélrie cette propriété 
' qui n’est qu’une généralisation de celle du quarré de l’hypo- 
ténuse. 

Théorème ^XXXIII. L’aire de la projection d'un triangle , 
est égale à celle du triangle , multipliée par le cosinus de l’angle 
Jait par le triangle et sa projection. 
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Soit ABC le triangle dans l’espace j ayant abajssé la per- Fig.i94. 
pendiculaire AP sur le plan NN , P sera la projection du 
*soiptnet A , et BPC sera celle du triangle BAC ; mais AM 
étant perpendiculaire sur BC, PM l’est en M sur BC , et les 
deux triangles ABC , PBC qui ont même base BC , ont leura 
surf^aces comme los hauteurs AM , PM : donc 

surf ABC AM r r 

surf PBC PM fifi PAM cos AMP' 

Faisant r = i , on a 

surf PBC =: surf ABC X cos AMP. 

Nous allons généraliser ce théorème. 

Théorème XXXXIV. Si on projette une surface plane 
quelconque sur un autre plan par des perpendiculaires abaissées 
des sommets sur ie plan de projection, la projection de celte 
surface sera égale à son aire multipliée par le cosinus de l'angle 
entre les deux plans. ^ 

Le polygone ABCDE est dans l’espace , et le côté AB est dans 
le plan horizontal ; des sommets C,D, E, on abaisse des perpen- 
diculaires sur le plan horizontal mené par AB^ ces perpendicu- 
laires percent ce plan en des points C', D', E',qui déterminent 
le polygone ABC'D'E', projection horizontale du premier. 

Le triangle ABC^ ~ b est la projection horizontale du 
triangle de l'espace ABC = a ; on à donc , d'après le théo- 
t:ème précédent 

b^a cos (a , è) (1), 

a b désignant l’angle entre les surfaces a et b, angle qui est celu* 
de deux perpendiculaires en un raemoipoint de la corjimune in- 
tersection AB, situées dans les deux plans. 

Les côtés DC èt *AB prolongés., se rencontrent en F , et 
le côté D'C' prolongé ira aussi passer par ce point : donc 
AD'F sera la projection horizontale du triangle ADF , et AC'F. 
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sera celle de ACF ; on aura donc 


AD'F = ADFcos (a, i), ACErrrACF cos (a,i) ; * 


donc 

• AD'F— AC'F = (ADF — ACF) cos (a, i), . 

c’est-à-dire 

ADX' = ADC cos (a, 6) ; 

et en désignant AD'C' par b' , et ADC par a', on a enfla 

f 

b' = a cos (a , b) (a). 


Il peut arriver que les points D , C soient à même hauteur 
au-dessus du plan horizontal , auquel cas le côté DC prolongé 
ne pourrait rencontrer le plan horizontal ; alors si du sommet 
commun A on mène des perpendiculaires AH' = h ' , AH = h 
sur les côtés parallèles C'D' et CD , les surfaces des triangles 
i' et a' seront ♦ 


i' 


C'iy.h' . CD . h 
, </ = ; 


d’où , à cause de C'D' = CP , et en observant que l’angla 
AH'H est droit , 

~ = J coa ih , h) , 

(V, A) étant toujours l’angle entre les perpendiculaires A' et A. 
Or la ligne CD étant horizontale , est parallèle à AB ; il en est 
de même de C'D' : donc les perpendiculaires A' et A abaissées 
de A sur C'D' et CD sont aussi perpendiculaires à AB , l’une 
dans le plan horizontal , et l’autre dans celui de l’espace : ces 
perpendiculaires mesurent donc encore l’angle entre les plans 
du polygone de l'espace et du polygone de projection , et con- 
séquemment le cas où un côté du polygone de l’espace est 
horizontal , ne fait pas exception. 


i 
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Si on désigne par b” et a’ les surfaces AD'E\ ADE , on 
aura pareillement 

S 

b" =0* cos (a, i).. ( 3 ). 

L'addition des égalités (i), (3) et ( 3 ) donne cette consé- 
quence 

b-{- b' -{-b'’ = 4* O* ) cos ( a , i). 

% 

, Remarque. 

1°. La proposition serait encore vraie , comme il est facile 
de le déduire de la démonstration précédente, dans le cas 
même où aucun des côtés du polygone donné, ne se trou- 
verait dans le plan horizontal ou dans le plan de projection. 

3“. De ce théorème combiné avec le théorème XXXXII, 
on déduit cette propriété générale : Le quarré de taire d’une 
surface pofygonale quelconque , est égal à la somme des 
quarrés des. aires de ses projections sur trois plans rectangu^ 
laites. Cette propriété est le sujet du théorème .suivant. 

'ITiéorème XXXXV. Si toh projette une figure plane quel- 
conque sur. trois plans rectangulaires , la somme des quarrés 
des aires de ces projections , est égale au quarré de l’aire de la 
figure proposée. ^ 

Lemra. La somme des quarrés des cosinus des angles que 
fait un plan quelconque dans l'espace , avec les trois plans 
coordonnés , est égale au quarré du rayon. 

Soient AX, AY, AZ trois axes rectangulaires qui déter- pjg ,gij, 
minent les trois plans coordonnés ; soit AM une . droite dans 
l'espace passant par l'origine A. Si par le point M on conçoit 
un plan perpendiculaire à la droite AM , ce plan coupera les 
trois plans coordonnés suivant les lignes YX , ’X.Z , YZ : les 
directions AN', AN* des projections, de la droite AM 

aur çes plans cooraonnés , seront perpendicalairea aux traces 
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YX , XZ , YZ , parce que les trois plani projetans de la 
droite AM sur les plans coordonnés, sont en tnètnë tentps 
perpendiculaires à ces plans et au plan XYZ : de plus , ces 
plans projetans couperont celui de l’espace , suivant des droites 
MN', MN", MN" faisant avec AN', AN", AN* des angles qui 
mesurent l’inclinaison du premier plan sur chacun des trois 
autres. Si du point M on abaisse des perpendiculaires MM', ' 
MM", MM" sur le$ plans coordonnés , ces perpendiculaires 
représenteront les sinus des angles MAM', MAM", MAM", 
la droite AM étant prise pour le ra^on : elles seront donc les 
cosinus des angles AN'M , AN"M , AW"M , ou des inclinai- 
sons du plan de L'espace sur les plans coordonnés. Or , d’après 

la formule (a) , pag. i85, on a cette valeur de AM , 

ÂM’:= MM^*+ MM".*' 

Donc , etc. 

Maintenant si, l’on désigne par S l’aire de la figure plane 
dans’l’espace , par S', S", S" les aires de ses trois projections 
et par A', A", A" les angles qu’elle fait avec les trois plans 
coordonnés ; pn a (Théor. XXXXVIII et XXXXIV) 

S : S' ; S* : S* ; : ray *' cos A' : cas A" : cos A* , ’ 

èt en élevant au quarré , •. 

S* : S'* : : s"‘ :: R* : cos*a' : cos^a" : cos’A"i 

d’où 

« • * 

S“ : S'* + s** 4- S"“ :: R* : cos»A' 4 - cos»A" 4 - coe“A" , 
et parce que , d’après Is lemme , 

R“ = cosr'A^ -h cos’ A' 4" tos’A", 

ou a enfin 

S* = S'* 4- S"* 4- S*'’. ^ . 

Donc , etc.» . ' . . ' 
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Problème LXXI. Déterminer les points dans lesquels une 
droite de l’espace , prolongée ind^niment , perte les plans he- 
rizontal et vertical de projecti(m. 

Soient toujours M'IS", M"N*les projections verticale et ho- 
rizontale d’une portion«deCnie d’une droite de l’espace : cette 
droite , prolongée sulüsamment , ira percSr le plan horizontal , 
ce qui résulte visiblement du cours de sa projection verticale 
N'M' qui , dans le plan vertical mis en position , est toujours 
perpendiculairement vis-à-vis de la droite. Mais le plan rij;.ic(>. 
suivant lequel cette droite se projette sur XAZ , c’est-à-dire le 
plan projetant , ayant pour intersection avec XAZ , la pro- 
jection verticale N'M' ou N'R , rencontre le plan horizontal 
suivant la perpendiculaire RR' à l’axe AX ; donc la droite de 
l’espace étant toute entière dans ce plan, ne peut percer la 
plan horizontal que dans l'un des points de RR' ; d'ailleurs, la 
même droite , en taqt qu’elle est aussi contenue dans le plan 
vertical mené par N"M", ne peut rencontrer le plan horizontal 
que dans l’un des points de sa projection N"M"' prolongée ; 
donc nécessaiftment cette rencontre est en R' sur la pit)jec- 
tion horizontale , et perpendiculairement vis-à-vis de l’in- 
tersection R de sa projection verticale suffisamment prolongée , 
avec l’axe AX. 

Reste à trouver le point où elle va rencontrer la portion 
inférieure du plan vertical XAZ mis en position. Suppo- 
sons la projection horizontale N"M* continuée ju.squ’à l’axe 
AX en R"; R'R* sera la projection horizontale de la portion 
de la droite de l’espace comprise entre les points dans lesquels 
elle perce le plan horizontal et le plan vertical dans sa partie, 
inférieure au plan horizontal. D’ailleurs comme le plan ver- 
tical dont la trace horizontale est N"R" , a pour trace dans le 
prolongement du plan vertical de projection, la perpendiculaire 
R"R" à AX, le point de rencontre cherché ne peut être que 
sur R"R'” ', mais aussi ce même point ne peut se trouver que 
sur ^'R^i donc il sera à l’intersection U* des deux droites 
qui doivent le contenir. ' '1 
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Pour concevoh' très-nettement ce que nous venons de dire , 
H*faudra se représenter la droite de l'espace perpendicnllüre- 
ment vis-à-vis de sa projecüon verticale, ou dans le plan 
projetant mené par cette pco]Ktion , et dont la trace surXÀ^ 
•St N'R'*, et cette même droite verticalement au-dessus de sa 
projection .verticale N"R' qu’elle perce en R', pour passer 
verticalement au-dessous du prolongement R'R". 

Mais la droite peut rencontrer d’abord la partie supérieure 
du plan vertical , puis celle du plan horizontal , qui est au- 
delà , ou derrière : la construction qui donne ces deux points 
ne dilTérera pas de la précédente , si l’on suppose que le plan 
vertical devienne horizontal , et réciproquement. Le cours de 
ces deux projections indiquera toujours celle de ces deux cir- 
constances qui a lieu. ' 

Les caractères auxquels on reconnaît qu'une droite de l'e»- 
pace est horizontale , verticale ou parallèle à l’un des deux 
autres j>lans coordonnés , se déduiront aisément de la notion 
de projection. On verra sans peine que , dans le premier cas , 
les projections verticales de la droite sont paraftèles aux axes 
AX .et AY -, et que sa projection horizontale est égale à la 
droite de l’espace j que , dans le second , la projection hori- 
zontale est un point , tandis que les deux projections verticales 
sont perpendiculaires aux axes AX et AY , et égales à la droite 
de l’espace. On conclura encore de. la définition de projection , 
que deux droites parallèles dans l’espace ont leurs projection» 
sur le même plan , parallèles l’une à l'antre : en elTet les 
intersections des deux plans projetans parallèles par le plan 
de projection , sont des lignes parallèles. Mais ce qu’il est 
essentiel d’observer , c’est que si deux points donnés dans 
deux plans Coordonnés dont l'un soit rabattu dans le prolon- 
gement de l’antre , ne sont pas sur une perpendiculaire à l’inter- 
section de ces deux plans , ils ne peuvent être les projections 
sur ces plans d’un inême point de l’espace. Si les deux pro- 
jections d’une ligne de l’espace sont des droites, la ligne de 
l’espace est elle-même une droite ; et si une seule de ces 
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projections est une courbe , la ligne de l’espace est une ligne 
courbe. 

Problème LXXTJ. Étant données les projections d’un point 
de l'espace sur deux des trois plans*rictan^ulaires , en déduire 
les projections du même point sur deux nouveaux plans • 

rectangulaires donnés de position par rapport aux premiers. 

M', M’ sont les projections horizontale et verticale d’un 
point de l'espace sur les plans primitifs XAY , ZAX ^ et on 
demande les projections du même point sur les deux plans 
pi’MX', Y'A'Z' perpendiculaires entre eux , et donnés de po- 
sition par rapport aux premiers , ensortè qu on connaît l’in- 
clinaison du plan NMX' sur XAY : les nouveaux axes rectan- 
gulaires sont A'X', A'Y', A'Z', dont les deux derniers déter- 
minent un , plan perpendiculaire au plan IVMX', et en même 
temps vertical : l’axe AY' est dans le plan NMX'. ' 

Si du point projeté en M' et M* on conçoit deux perpendi- 
culaires , l'une sur le plan X'A'Y' , et l’autre sur le plan 
Y' A'Z', les pieds de ces perpendiculaires seront les projections 
demandées. 

La perpendiculaire menée du point de l’espace sur le plan 
X'A'Y', c’est-à-dire , la plus courte distance du point donné 
’à ce plan , est parallèle au second plan de projection Y'A'Z'^ 
donc sa projection horizontale sur le plan XAY sera suivant 
une perpendiculaire pP menée par M' à la trace MX', et sa 
projection sur* le plan Y' A'Z' sera cette plus courte distance 
en longueur vraie ; pour trouver cette dernière projec- 
tion , on imaginera du point donné une parallèle au plan 
JNMX ou Y'A'X', laquelle se projettera sur XAY suivant la 
parallèle M'NK à la trade MX' ; cette parallèle rencontrera 
en N la trace horizontale A'T du second plan projetant 
vertical Y'A'X , trace qui est perpendiculaire à MX'; si on 
/ait tourner ce plan autour de sa trace horizontale A'T jusqu’à 
jpe qu'il se rabatte dans le plan XAY , l’intersection A'Y' se 
placera suivant A'Y" faisant ayec A'T un angle TA'Y" égal à 


\ 
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l’inclinaison donnée du plan NMX' snr le plan horizontal ; 

* le pié de la perpendiculaire projetée 'sur le plan Y'A'Z', se 
rabattra donc sur A'Y" , et si l’on prend NK. = mM", le point ’ 
K sera aussi le rabattement de la projection sur Y'A'Z' du 
point donné ; donc KR perpendiculaire sur A'Y", sera celui 
de {a projection sur Y'A,'Z' de la plus courte distance en ques- i 
tion ; et de plus , RR sera cette perpendiculaire en longueur 
vraie. La droite A'R est donc la distance à la trace MX' de 

la projection du point de l’espace sur le plan NMX'. 

. c 

Si maintenarrt on conçoit que le plan NMX' tourne autour 
de la trace M.^' pour se rabattre sur le plan horizontal , la 
ligne A'R qui , dans sa position vraie , est située sur A'Y' per- 
pendiculaire à MX' en A', viendra se coucher sur A'T, et 
la projection du point donné sur le plan Y'A'X', se trouvera 
à une distance A'R' de MX', égale à A'R ; niais comme 
celte projection est dans le plan vertical élevé sur pP, puis- 
que la perpendiculaire est dans ce plan , elle tombera sur cette 
droite dans le mouvement supposé , à une distance de p égale 
à A'R', ou à A'R , et conséquemment elle sera eç P. Ainsi 
les coordonnées de la projection du point sur le plan NMX', 
rapporté à l’origine A', seront A'p et pP = A'R' = A'R , qu’jl 
faut compter sur une parallèle à l’axe A'Y', menée par p dans 
le plan NMX! 

' Les coordonnées de la projection du point sur le plaa ver- 
tical Y'A'Z' sont A'R' qu’il faut compter suc A'Y', et une 
perpendiculaire R'R" au plan NMX' en R', ou une parallèle 
à A'Z', laquelle est égale à RR. 

On remarqtefa que les coordonnées des deux projections 
du point sur les deux nouveaux plan.s, sont x' et y sur le plan 
Y'A'X', et_y', i' sur le plan Y'A'Z', ensorte que la position 
du point qui résulte de ces deux projections, dépend en effet 
des trois nouvelles coordonnées x',y, z' rapportées à la nou- 
velle origine A', prise dèns le plan horizontal primitif. Main- 
tenant il est facile de passer des deux projections d'une droite 
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de l’espace sur deux plans rectangulaires , aux protections dé 
la même droite sur deux autres plans analogues aux plans 
y'A'X' et Y'A'Z'. 

Problème. LXXIII. Trouver la position et la grandeur du 
cercle intersection d’une sphère donnée par un plan donné de 
position. 

Lemme. Pour projeter une sphère sur un plan , il faut , 
conformément à la définition , concevoir de tous les points de' 
la sphère , des perpendiculaires sur le plan , et leurs pieds 
détermineront la projection cherchée. Mais si par le centre 
de la sphère , on suppose un plan parallèle au plan de pro- 
jection , ^ coupera la sphère suivant un grand cercle qui 
sera visiblement la projection de la sphère dans ce plan : or 
comme les projections sur deux plans parallèles ne peuvent 
être différentes , il s’ensuit que tonte projection d’une sphère 
sur un plan , ne peut être qu’un grand cercle de cette sphère , 
dont le centre est , en même temps , la profection du centre de 
la sphère. 

Supposons que le plan coupant soit perpendiculaire au plan Fig.igS, 
vertical de projection ZAX , et qu’il le rencontre suivant BD; 
sa trace horizontale sera une perpendiculaire BC à AX; 60 
sera donc la trace du plan projetant du cercle d’intersection , 
et la partie M'N' en sera la projection verticale. 

Si O' et O" sont les projection! verticale et horizontale 
du centre O de la. sphère ,, une perpendiculaire abaissée de 
O sur le plan coupant , le rencontrera en un point qui 
sera le centre du cercle cherché ; il reste à trouver les pro- 
jections de ce Centre, et de plus le t&yon du cercle d'in- 
tersection. 

Si par O" on mène un ^an vertical et parallèle à ZAX , 
ce plan dont la trace horizontale est HO", contiendra le centre 
de la sphère et la perpendiculaire pardlèle au plan vertical 
ZAX , et conséquemment il contiendra le centre cherché: 

.Donc O'G' ser% en même temps la projection verticale et la 
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. longueur yraie de la perpendiculaire ; G' sera donc la projec- 
jection verticale, et G* la projection horizontale du centre da 
cercle demandé dont il reste à trouver le rayon. Le plan verti- 
cal projetant dont la trace est O^H , coupe la sphère suivant uu « 
grand cercle , et le cercle d’intersection suivant un diamètre , 
et comme ce cercle et ce diamètre se projettent verticale- 
ment , tels qu’ils sont dans l'espace , G'M' sera le rayon 
.cherché. 

. Si l’on imagine que le plan coupant tourne autour.de sa 
I charnière BC, jusqu’à venir s’appliquer sur le plan horizontal , 
le centre projeté e’p G' et G* décrira un arc de H conimè 
centre , avec le rayon BG' , hypoténuse d’un triangle^ectangle 
dont HO*, KG' seront les deux côtés de l’angle droit ; ;jt il se 
rabattra en Gj ensorte que le cercle MN décrit de G avec 
. le rayon G'M', sera celui qu’on cherche.' 

Problème LXXIV. Trouver le centre et le rryon d'une sphère 
assujétie à passer par quatre points donnés. * 

Comme on peut toujours faire passer iin plan par trois 
points , nqus prendrons , à l’efFet de simplitier la construction 
et les considérations, pour plan horizontal celui de trois de 
•’>g »99- ces quatre points , P , Q , R, par exemple ; et pour plan ver- 
tical celui qui passe par R et le quatrième point projeté hori- 
zontalement en S* et verticalement en S , lequel est le point S. 
lui-même. ^ 

Ayant détemiiné le ceatre O* du cercle qui passe par P, Q , 

R, il e^t clair que la verticale en ce point , ira passer’par le 
centre O de la sphère ; O" sera donc dtjà la projection horizon- 
tale de ce centre : conséquemment sa projection verticale sera 
eur la perpendiculaire 0*H à AX; maison sait que le centre 
d’une sphère se trouve sur un plan perpendiculaire sur le 
milieu de la ligne qui joint deutc de ses points ; si donc ou , 
conçoit par le milieu M' de RS un plan perpendiculaire à 
cette corde , sa trace Verticale M'O' ira paiiser par la projection 
verticale du centre, laquelle , ainsi que nous l’avons observé, 
doit se trouver sur RH , et conséquenuaent à l’iotersectiQa G . 
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Les projections horizontale et verticale O', O', S“, S des 
deux Extrémités du rajon , donnent celles de cette ligne il 
sera donc facile de l’avoir en longueur (pag. 1 83 et i 84 )< 

Pj|oblème LXXV. Trouver T intersection de deux sphères 
données de grandeur et de position. 

Cette intersection sera un perde : en effet, qu’on conçoive Fig.sso. 
un plan vertical passant par les centres O, O' de ces deux 
sphères , ou par les verticales de ces deux centres , ce plan 
coupera ces sphères suivant les deux grands cercles IGE , IGF. 
Imaginons maintenant que ces cercles tournent autour de la 
ligne des centres OO', ils engendreront les sphères données ; 
dans ce mouvement , la ligne IG décrira le cercle d'intersec- 
tion qui qura son centre en H et pour rayon HG , cercle dont le 
plan sera perpendiculaire à OO' : si on suppose ce plan rabattu 
sur celui de la {danche , il sera facile de décrire le cm-cla 
cherché. 

e 

Problème LXXVI. Trouver les points iT intersection de trois 
sphères donné^dont on oonnaiX la position des centres et les 
rayons. 

C’est ce problème ipie nons avons choisi ( pag. 176 , Introd.) 
pour offrir un exemple /de la possibihté de déduire la posi^ 
tion d’un point de ses distances à trois autres points définis 
de position dans Tenace. , * 

M , N , P étant les centres des trois sphères , on sait déjà ^e 
la commune section des deux premières , qui est ns carde , se 
trouvera dans le ^an nvené pai*GI perpendjculairementàcelui 
des centres ; qu 'aussi le cercle intersectiçn des sphères M et P 
a son plan suivant gi , perpendiculaire au plan MBiP. Mais les 
plans de ces deux cercles se coupent suivant tme ligne passant 
par H , laquelle est aussi perpendiculaire au plan MNP , et 
aboutit aux deux intersections de ces cercles , dont l’une est 
au-dessus et l’autre au-dessous de MNP , et dent la ooranuine 
projection horizontale est en H. Qu'on conçoive que les plans d«' 
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ces cercles tournent d’abord autour de la ligne verticale des in- 
tersections , passant par H jnsqu’à ce que les deux plan* n’en 
fassent, qu’un , et qu’ensuite ce plan commun des deux cercles 
vienne s’appliquer sur le plan MNP; on pourra les décrire 
dans ce plan , puisqu’on en connaît les centres et les rayons : 
les extrémités de la droite menée par leurs intétsections , et 
supposée -dans sa véritable positidn , seront les points cherchés. 

Nous terminerons ce titre par quelques notions sur un genre 
de surfaces courbes dont on a vu un exemple dans la Géo- 
métrie de Legendre ( Prop. XVI , Liv. V) , et qu’on nomme 
surfaces gauches. 

Soit ABCD un trapèze dont le plan est horizontal : soient 
aux points A, B, C, D quatre verticales inégales, et telles 
que les extrémités £GHF ne soient pas dans un même plan : 
ayant joint les points E , G , H , F , si on divise les droites op- 
posées EG , FH en parties El, FK proportfonnelles aux lignes 
•entières EG , FH , c’est-à-dire , de manière qu’on ait con- 
tinuellem’ent 

El : EG FK : FH, • 

qu’ensuite par tous les points correspondans I et K , on mène 
des droites IK , l’ensemble de toutes ces droites formera une 
surface courbe EGHF que l’on nomme suface gauche. * 

Le coin condide de TVallis est une de ces surfaces ; nous 
donnerons sa génération! BDE' est un quart de cercle situé 
3 u 3. dans Un plan vertical et parallèle à la ligne AC ; si l’on con- 
çoit qu’un autre plan vertical et perpendiculaire à cette ligne,, 
se meuve parallèlement à lui-Aiême , et ^u’on joigne par des 
droites G'F' les points où il rencontre, dans chacune de ses 
positions , la ligne AC et l’arc DE', l’ensemble' des droites 
G'F' sera la surface gauche dontil s’agit. 

En général la surface engendrée par une droite assujétie 
' IF'ÇÎisser le long de trois droites ou de trois courbes , est une 
suface gauche. 

Nous observerons que si , pour déterminer une surface 
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gauche , on ne doit satisfaire qu’à la seule condition qu'nna 
droite s’appuie continuellement sur deux autres*qui ne sont 
pas dans un même plan, il y, aura lieu à plusieurs surfaces 
gauches ; car qu’un plan transversal se meuve en testant con- 
tinuellement 4>arallèle à un autre plan donné de position , ce 
plan transversal coupera toujours les'deux droites; et si l’o9 
joint les deux points d’intersection dans chaque position du 
plan coupant , en aura des surfaces gauches dilTérentes pour 
des positions dilTérentes du plan auquel le plan coupant est 
parallèle. 

Lorsqu’une droite doit s’appuyer continuellement sur trois 
, autres qui , prises deux à deux , ne sont jamais dans le même 
plan , la surface gauche qui en résulte est unique. En effet , 
par un point pris sur Tune des trois directrices, on ne peut 
mener qu’une seule transversale qui s’appuie sur les trois droites , 
et il est facile de voir qu’on peut toujours en mener une ; caries 
directrices étant A, B , C, on peut, par un point de A, conce- 
voir une transversale qui glisse le long de B jusqu’à ce qu’elle 
aille rencontrer C : ayant ainsi déterminé trois élémens de la 
surface gauche , on les considérera comme trois directrices qui 
serviront de la même manière à faire trouver trois autres élé- 
mens de le surface , et ainsi de suite. 

Nous donnerons plus loin le volume d’un solide dont une 
des faces est une surface gauche. 

I 

Sur la pyramide triangulaire. 

Théorème XXXXVI. Le volume de la pyramide est la somme 
des volumes de deux prismes et de deux pyramides , en adoptant 
la décomposition de Legendre (Prop. XVII et XVIII, Liv. VI). 
Soient h la hauteur de la pyramide donnée , b sa base , V son 
volume , V' le volume de l’une des deux petites pyramides ; 
h 

comme - et 
a 

aura 

V = ^ + aV'. 

4 


^ sont la hauteur et la base d'un des prismes, on ^ 

4 . . • 
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■ Si l’on décompose de la même manière V', et qu'on désigne 
par K, b' et^* les quantités analogues à. h , b et "V', on aura 

• ft 

k'h' * 

an oontinuant, on trouvera 

V' = -^ + aV- 

4 

l» L» 

V = ^ + nV'^ 

4 I 

etc. • 

Traduisant 1/, h' ; 8", h"} b*, h”, etc. en 8 et A , les égalités 
précédentes se changeront en celles-ci : 



V ~ + aV' 

4’ 


Y 


bh 


+ flV 


4-4*a 

+aY- 


v = 


4-4-4 a.a 

bh 


4. 4. 4. 4. a. a. a 
etc. 


H- aV’' 


/ 


Si dans la première de cès relations on écrit pour V' sa valeur 
tirée de là seconde , dans ce résultat la valeur de V* tirée 
de la troisième , et ^insi de suite , bn aura pour expres- 
èiôn dû volume V , oette progres^où décroissante et infinis 


Ü"*"? ^ 


bh 

T 


Problème LXXVII. Trouver le volume d’un tronc défera- 
mide, le plan sécant étoiU parallèle à la base. 
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Soient B|Kt H la base et la hauteur de la pyramide totale ; ' 

h et W la TOse et la hauteur de la pyramide retranchée, et • 
h la hauteur du tronc nu la distance entre les bases B et é; 
g|oit y le volume du tronc , on a , 

Or 

H» : A'* :: b : a , d’où H = 
et d’ailleurs 

H = A' + A; 

*de ce^deux égalités on déduit aisément 

ul -Wb a. 

et conséquemment 

V-îM |/É-v/A~r 

La division de B^/B — b^b par Ÿ'W—^/b, donhe pour 
quotient B + I^B.A A ;donc le volume che|^ché est 

y = iAB+^A/B75+iAA, 

où V’' BA est la base moyenne proportionnelle entre les bases 
supérieure b e^nférieure B du tronc. On retrouve ainsi 
l'expression conRue du volume d’un tronc de pyrami(le , et 
on parviendrait ^ la même manière à celle du tronc de 
prisme ^ 

Théorème XXXXYII. La solidité de toute pyramide trian- 
gulaire, est le tiers de celle du parallélépipède circonscrit. 

Nous ferons précéder cette démonstration de quelques no- 
tions indispensables. * 

Les sommets des quatre angles d'une pyramide triangu- 
laire quelconque étant A , B , C , D , si on les réqnit trois à 

t • 
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trois de toutes les manières possibles par des pl|BS , on a les 
• quatre faces • 

ABC, DAB, CDA , BCD; 

si on les réunit deux à deux par des droites de toutes les ma-^ 
nières possibles , on a les six arêtçs. 

AB , CA , BC , 

CD, BD, AD: 

l’une quelconque de ces six arêtes étant prise à volonté , et 
passant par deux des quatre sommets, il y en a toujours une 
autre qui pas^fe par les deux autres sommets , et qui n’ayant^ 
aucun point commun avec la première , ne peut pas éti^ com- 
prise avec elle dans un même plan. On peut regarder cW deux 
arêtes comme opposées. Nous avons écrit ces six arêtes de. 
manière que celles qui se trouvent placées l'une au-dessus de 
l’autre , sont les opposées. 

• Si par deux arêtes opposées quelconques , on fait passer deux 
plans parallèles entre eux , ces deux plans dont la position 
sera déterminée , comprendront èntre eux toute la pyramide : 
si donc on en fait autant pour les deux autres systèmes d’arêtes 
opposées , on aura six plans parallèles entre eux, deux à deux, 
et qui form^ont un parallélépipède déterminé , circonscrit à 
la pyramide. “ • 

Des sommets des huit angles du parallélépipède circonscrit, 
quatre sont placés aux sommets de la pyramide , les quatre 
autres sont diagonal ement opposés aux pr^iers , et les six 
arêtes de la pyramide sont chacune une dia^nale d’une des 
faces du parallélépipède circonscrit. En^^les distances des 
faces parallèles du parallélépipède sont respectivement égales 
.* aux plus courtes distances des arêtes opposées de la pyramide. 

Avant d’en venir à la démonstration de la prqpositipn , 
nous décrirons la figure. Lq pyramide que nous considé- 
fig.ioS. SAGE , ayant pour bjse ACE et son sommet en S : 

ses six arêtes AC , AE, CE, SA, SC , SE sont diagonales dans 
les six faces du parallélépipède ; les plans qui passent par deux ■ 
arêtes opposées, savoir par AC et ES, AE et CS , AS et CE 
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' sont parallèles , et les quatre sommets de la pyramide , S , 
A , C , E sont quatre des huit sommets du parallélépipède , 
et les quatre autres A , F , G , D sont diagonalement opposés 
à ceux-là. 

Cela posé , nous démontrerons que les quatre pyramides 
GSEA, BCEA , FCES , DCSA dont les Aimets sont G, B, 
F , D et les bases SEA , CEA , CES , CSA sont équira- 
valentes. ' > ' . 

Les deux pyramides GSEA , BCEA^dont les faces sont 
GEA , GES , «CSA , AES 
BEA , ^ACB , ECB , ECA 

sont les mêmes que les pyramides SGEA , CBEA dont les 
sommets sont S et C , et les bases GEA , BEA. Or ces deux 
pyramides sont équivalentes, parce qu’elles ont^des bas^ 
équivalentes , et leurs sommets S et C placfés sur une ligne 
parallèle au plan de leurs bases : elles ont donc même volume. 

• Les deux pyramides FCES , DCSA dont les faces sont 

SFC , SFE , FCE , ESC 

DSC , DCA , DSA , CSA 
^ • 

«ont les mêmes que les pyramides EFCS, ASCD dont les 
sommets sont E et A , et les bases FCS , SCD : or ces deux 
pyramides sont équivalentes , parce qu’elles ont des bases équi- 
valentes , et des sommets E et A placés sur une ligne paral- 
lèle au plan des bases. De plus,* la pyramide CBEA ou ECB A , 
l’une des deux premières équivalentes , est équivalente à ECAD 
ou à SCAD qui est l’une des deux dernières. 

Si donc on désigne par p le volume de la pyramide SACE , 
par p' celui de chacune des quatre autres pyramides égales 
entre elles , lesquelles ajoutées à p, font le volume du paral- 
lélépipède circonscrit , et enfin par P le volume de ce paral- 
lélépipède , on aura 

p + 4 p' = p. . ‘ 

Je dis maiatenaut que p = ap'; d’où il résultera que u = P. 
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li s'agit donc de démontrer que la pyramide GSEA , par exem- 
ple , est la moitié de la pyramide SAGE ou de la pyramide 
CSE A dont le sommet est C et la base est SE A. Or la pyra- 
mide CBDF dont le sommet serait C et la base BDF , aurait 
toutes ses faces égaies aux faces de la pyramide GSEA ; et 
d’ailleurs les demÉ^yramides CBDF , GSEA ont leurs bases 
BDF', SEA égales :donc leurs volumes sont comme les hau- 
teurs; mais les plans des bases BDF , SEA étant parallèles , 
si par Aon imagine une perpendiculaire au plan BDF, laquelle 
sera en même temps perpendiculaire au plan AES , et si par 
C on imagine une perpendiculaire an premier de ces plans , 
ces perpendiculaires seront égales (pag. 17a, Théor. XXXX) , 
«t comme la perpendiculaire menée de C sur le plan AES 
en*est la somme, on en conclut que la hauteur de la pvra- 
mide CSSA est double de la hauteur de la pyramide GFDB , 
et qu 'ainsi le volume p de la pyramide SAGE est double du ve- 
lurae p' de la pyramide GSEA. Donc , etc. 

' • • ♦ •- 

• . Remarques. 

1*. Il sufiirmt donc de prouver, sans supposer la mesure dn 
volume d’une pyramide , què les volumes de deux pyramides 
de même base sont comme les hauteurs , proposition démon- 
trée dans plusieurs Traités de Géométrie. 

a*. Si les deux arêtes opposées d’un des trois systèmes sont 
égales, si, par, exemple, l’arête E A est égale à l’arête SC, 
les deux diagonales dq chacune des faces GB, SC deviennent 
égales entre elles , et ces faces sont des rectangles , ainsi qu’il 
est aisé de le démontrer. 

3 °. Si les deux arêtes opposées d’un second système sont 
aussi égales entre elles, quoiqu’elles ne le soient pas à celle^ 
du premier, deux autres faces opposées du parallélépipède 
circonscrit deviennent des rectangles. ' 

Si les arêtee opposées de chacun des trois systèmes, sont 
respectivement égales entre elles , le parallélépipède circons- 
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«rit est rectangle ; et si , par chaque système de deux dia- 
' gonales , dans deux faces opposées ; ou mène un plan , les 
intersections de ces plans mesureront les plus courtes distances 
entre ces faces ; ces trois plus courtes distances se couperont 
en un point qui sera le centre commun de la pyramide et 
du parallélépipède circonscrit; et comme ces plus courtes dis- 
tances sont , dans le cas dont il s’agit , respectivement égales 
à trois arêtes contigue'es à un même angle trièdre du parallé- 
lépipède circonscrit , il s’ensuit que le volume d’une telle py- 
ramide est égal au tiers du produis des troU plus courtes 
distances de ses arêtes opposées. 

Pour le tétraèdre régulier dont les six arêtes sont égales 
entre elles , le parallélépipède circonscrit est un cube : les 
diagonales des quarrés qui sont les faces de ce cube sont 
égales aux arêtes du tétraèdre ; ainsi en nomiçaut a la lon- 
gueur commune de ces arêtes , le côté du cube et par con- 
séquent la distance des arêtes opposées , est , et le yo- 

fume du rttraèdre est , comme on le trouve dans les 

)■ a.y a' 


élémens. 

5°. Lorsqu’un parallélépipède est circonscrit à une pj'ramida 
triangulaire quelconque , chacune des arf tes de la i^amide 
est une des deux diagonales d’une des faces du parallélépipède : 
si dans chacune de ces faces on mène les secondes diagonales, 
elles seront lès arêtes d’une seconde pyramide qui sera aussi 
inscrite dans le même parallélépipède, et dont le volume sera 
encore le tiers de celui de ce corpe. Ainsi une pyramide 
triangulaire n’a qu’un seul parallélépipède circonscrit; mais 
tout parallélépipède a deux pyramides inscrites qui ont même 
volume , sans être semblables , et qu’on peut regarder comme 
conjuguées, . . , 

Des deux pyramides eonjugnées, l’une étant donnée , il est 
facile de former l’autre ; pour cela , il n’y a qu’à mener par 
le milieu de ohacoae des six arêtes de la première , une 
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droite parallèle et égale à l’arête opposée.-, -et ces six droite* 

seront les arêtes de la seconde pyramide. • - . 

6°. Le^ deux^ pyramides conjuguées et inscrites dans la pa- 
rallélépipède circonscrit et commun , se pénètrent, et elles 
ont une .partie commune que nous pouvons appeler noyau ; 
ce noyau a huit faces sur chacune desquelles s’appuie l’une 
des huit pyramides qui ont pour sommets les huit angles trièdres 
du parallélépipède. Pour bien concevoir ce noyau octaèdre , 
on observera que ses six sommets sont les intersections des 
deux diagonales de cl4lrune des faces du parallélépipède cir- 
conscrit, puisque l’une de ces diagonales est arête d'une py- 
ramide , et l’autre arête de la conjuguée ; maintenant si l’on 
joint les quatre intersections f, f', f“, f", on aura un paral- 
lélogramme qui servira de base à deux pyramides quadran— 
gulaires opposées dont les sommets seront les deux autres 
intersections ’g- et g, et le .sojide' qinsi formé de la réunion 
dé ces pyramides quadrangulaires adossées, sera le noyau. 

Nous appelleronspyramirfejexcérfante^ celles qui s’appuient 
eur les huit faces du nojau , et qui ont pour sommes les huit 
angles solides trièdres du parallélépipède. Chaque pyramide 
excédante est semblable à l’ime des deux pyramides conjuguées 
dont elle fait partie. Considérons la pyramide excédante qui 
a son sommet ep G , et pour base le triangle gf'f j elle est 
semblablé à la pyramide GFDB , qui est la conjuguée de 
SACE; car les arêtes Gf, Gf, Gg , Jg, sont les 

moitiés des arêtes GB, GD, GF, BF , BD, DF de la py- 
ramide entière : donc le volume de la pyramide excédante 
n'est que le huitième de celui de la pyramide entière : donc 
encore la solidité de chacune des huit pyramides excédantes , 
n’est que le vingt-quatrième de celle du parallélépipède cir- 
conscrit. 

Qu’au volume d’une des deux pyramides conjuguées, qui 
vaut en prenant celui du parallélépipède pour unité , on 
ajoute ceux des quatre pyramides excédantes de l’autre, pour 
ne prendre qu’une fois le volume du noyau , on aura ^ 
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pour le volume des deux pyramides conjuguées : si du' volume 
de l’une des pyramides , on retranche la somme de ceux de 
ses quatre parties excédantes , on aura pour le noyau son 
volume est donc le g de celui du parallélépipède , et la moitié 
de celui d’une des pyramides. 

7°. Enfin les deux pyramides conjuguées laissent autant de 
petites pyramides vides qu’il y a d’ arêtes dans le parallélé- 
pipède. 

- Pour ne pas laisser de diflicultés sur ce qui suit^ nous 
avons présenté toutes les pyramides dans la figure ao6 ; les fig aoG.' 
faces d’une des '‘deux grandes pyramides sont ; 

i 35 ', 137, i 5 /j 357, . . 

et celles de la conjuguée sont : ' . , 1 • ' 1 

. " 246, 248-, 268, 468. • 

Les faces qui se coupent sont celles où les chiffres qui manqnçnt. 
sont consécutifs, en observant que 1 est regardé comme 
consécutif à 8. ' • ■ > > .> -' >• 

Les intersections des faces des deux pyramides , sont leâ" 
arêtes de f’octaèdre aicde^, fonné de, deux pyramides qua- 
drangulaires ayant leurs sommets en'a et c , et pour"' base 
commune le parallélogramme bedf. 

Les huit pyrahiidâs qui s'a^üient sur les faces de', Toc-' 
taèdre , sont : 


ladf Duade. , 5aeb, j^(^, Sbfc, ib’eç, jecd’; ~Sct^^ 1’ 

Les pyramides vois’ines ou vides, SQjit.celles qui ont deux léftrea 
communes; en prenant le^ lettres communei, avec le^chiffre 
qui est joint, on aura les quatre commets de chaque pyra- 
mide vide". ‘ ■. • • ■ 

Suivant ces combinaisons , les pyranudes vides seront lé» 

douze suivantes : ’ ’ ' . , ^ 

.v.i 

iQad, i4of, i9df, zZae , 27 ?^, Z^ab , 

3S6e , 4^éy*, 56éc , SSc/", Qyce , jZcd , 

*4 
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daos'cbacuiie deÿqueDes il entre une des arêtes du parallèle» 

pipède circonscrit. 

En considérant deux de ces pyramides vides contiguës, et 
leur donnant un sommet commun, il est facile de prouver 
qu’elles sont toutes équivalentes : conséquemment la somme 
^ leurs volumes est ^ de celui du parallélépipède. 

On a encore ces deux propriétés : 

I®. En supposant six arêtes d’une de ces pyramides pro~ 
longées ind^niment, si l’on en considère tjuatre quelconques 
opposées entre elles, deux à deux, il existe toujours un plan 
qui, en se mouvant parallèlement à bû^même, les coupe 
toutes dans quatre points qui sont toujours sur la circon- 
férence d’un cercle; le diamètre de ce cercle varie suivant 
la position du plan, et il est le plus petit lorsque le plan 
passe par le centre du parallélépipède circonscrit. La posi- 
tion de ce plan est susceptible de deux solutions différentes. 

A*. Si parmi les douze arêtes prolongées des deux pyra- 
mides. cpnutgttées , on coe^idère les huit qui sqnt dans quaire 
faces quelconques du, parallélépipède, parallèles entre elles 
deux à deux , il existe ttn plan qui , en se mouvant parallè- 
lement à lui-même, les coupe toutes en huit points qui- sont 
toujours, sur la àrçonférencp d'un cercle; et ce plan est sus- 
ceptible de deux positions différentes. 

Théorème XXXXYHf. Si dans un tronc dé, pyramide 
trianff^ire ABC , A' Jff C , on prolonge les côtés B A et B'Af, 
jusqu’à leur rencontre en L; les côtés CA et CA' jusqu’à 
leur rencontre eu M; les côtés CB et OB' jusqu’à leur 
F ig.ao7. rencontre en /V; qu’ensuite on mène les diagonaUs AB', B A* 
qui se coupent en 1.,. les diagonales CA', CA qui se coupent 
en T&, et enfin les diagonales BC , B'C qui se cotqteiU enn; 
les six points L, Sf, iV, 1, m , b sont dans un même plan. 


\ 
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En effet les trois points 

L , M , N ise trouvent placés/ A , B , C A avec le /A', B', C' 

L,m,n ‘“‘«••'Na . B . C' f P^“ *1“* U', B', C 

> section du plan < /passe par< 

/, M, n Cqyj passe par lesi^* ® * ^ V les trois » B , C' 
/, m, lî) trois points \A', B, C / points vA, B', Cf 


Or deux quelconques de ces quatre droites d’intersection 
ayant un point commun , ^chacune d’elles va nécessairement 
couper les trois autres, et par conséquent ces quatre droites 
et les six points sont dans un même plan. 

Problème LXXVIII. Étant données les faces iane' pyra- 
mide tétraèdre ou triangulaire , trouver sur sa base le pié de 
la perpendiculaire abaissée du sommet , et cette perpendicu- 
laire en longueur vraie , en ne faisant usage iftUf du compas. 

Construction. Soit le triangle,- ABC la base de là pyra- 
mide , et soient ACE, BCD, ABF les 'plans triangulaires 
qui vont se réunir à son sommet qui est la réunion des 
trois'points D , E , F ; du centre C . et du rayon CD CE , 
soit décrit, un arc qni passe par les points e et d-, du centre 
B et du rayon BD soit , décrit un arc qui le coupe en d, Fig»o8* 
du centre A et du rayon AE , soit décrit un arc qui le 
coupe en e. Le point P intersection dek droites FW, Ea 
sera le pié de la perpendiculaire. $i l’on divise la droite CE 
en dèuà parties égales an point m,' que dn .centre m. et du 
rayon mC on décrive la demi-circonférence CpE , et qu’on 
prenne la cordé = CP , la coidê supplémentaire pÈ sera 
la hauteur de la pyramide. 

Démonstration. Nommons S la réunion des. trois points 
D , E , F dans la pyramide formée : si l’on mène dans la 
face SCB 6u' DCB la' perpéndiculairé Séf'on DA à CB, et 
à ce point A une perpendiculaire à CB elle contiendra le 
point P; de' même si du point 3 et dans la fàbe''3CA ou 
£CA , oijemèae k AC la perpendiculaire 3A ou EA, et de ce 


« 
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point k une perpendiculaire à AC , elle contiendra le point P ; 
si l'on suppose que la face DSC de l’espace tourne autour 
de BC , jtisqu’à venir «e rabattre ^ur le plan de la base , la 
perpendiculaire SA viendra se placer suivant DA dans, le pro- 
longeaient dé la perpendiculaire Ad; dobc le sommet S doit • 
être verticalement au-dessus de Ad , et consequemment le pie 
de la perpendiculaire doit être sur Ad ; on prouverait de la 
même manière , qu’il doit être sur. ke -, donc , etc. De plus , , 
les deux triangles CPS , CPE sont rectangles en P et p , et ils 
ontmémç hypoténuse CS=CE , et, par construction , Cp^CPj 
doncPS = pE; donc pE est la haq'teur de la pyramide. 

Théorème XXXXIX. Les -volumes de deux pyramides 
qui ont un angle trifdre égal , sont entre eux dans le rapport des 
arêtes contjguiés à çet angle. 

En effet', menons A'B et A'^C , nous formerons les deux py-, 
rainides^A'SPC,.A'$B'C',,quL ayant même hauteur, parce 
qu’elles ont , l’une et l’auy^e le .sommet en A', sont eptre elles 
comrue les bases ; on aura dqnc.,., ,^ 

. A'SBC: A'SB'c' :: sbC^. sb'c' sbxSCc-Sb'xSC', 

.parce qüé les triangles SBC et SB'C'oiit Tangle en S commun.. 

Lés deux pyramides BSÀC , BSj^^C qiîi ony le sommet en B , 

sont aussi dans le rapport; de leurs T?asés ASC ét A'dC ) on aura 

WZ , . r~. n: j- 

donc , , . , 

-V ■' •’'* . ‘ 

BSAC ; BSA'C :: a'sc : A'se -.îBAxSC : S A'x-SG : ; s a : s A' J . 

. 'i - .i. t.jlio :a: r* avhTti, n-i 

multipliant cette ppoportipn, teriçe à tf rme par Ip premièxp , U_ 

viendra . ;bi;;;uivrr ci ■; 

SABC ; SA'B'C :: SB x SCx SA : SB' X SC'’X SA'. 

. Théorème Tl. .Si sur chacune des- arêtes .qfii^.poffent di*; 
iommet A-dune pyTomide triangulaire, on prend à .vçlonfà 
des poinis nu i n, p pour ,f armer le ^priangle xsiop. ^ir. lasur-r. 
facedeM]^amide , ét qu’ayant supposé ks diago^es Ba ek 
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• Cm ; Cpet Dn ; Dm et Bp , an mène encore- par le sommet A *‘S 
et les points d intersection Ù, B', C de Bn et Cm, Cp et 
__ Da J Dm et Bp , les transversales Aa. , Aa! , Aa!', nous dé- 
montrerons , 

1 ° Que les transversales Da , Ba' , Ca* se couperont toutes 
en un même point A de la base BDC j 

a* Que les quatre transversales AA', B B'., CC , DD^ se 
couperont aussi en un même point K, de. l'espace, 

1 °. Cbaçjun dea triangles, ABC , ACD , ABD est coupé par 
trois transversales partant . de . ses angles et se croisant d^ns 
un même point; donc, d’après le théorème XV (Rec. de 
Théor. et Probl.), on a ces propriétés 

. .Airs . Ba . C» =sAn .'Bm. .,Ca , ’ 

An . Co' . Dp = Ap . Cn •. Do' \ 

. Ap ^ Da" . Bm- = Ant v .«Ba"»-.' ■ 

. . ' * , ' ' . i ' i 

Multipliant toutes ces égalités membre à membre et suppri- 
mant les facteurs communs . on aura 

. . -1 , ..r r, r 

Ba . Co' .■ Da" = Ca . Da' . -Ba*. ‘ 

Donc , d’après lemême théorème , les trois droites Da , Ba', Ca* 
se coupent en un même point A'. ‘ 

3®. La droite AA' esta la fois dans les trois plans ADa , ABa', 

ACa") donc puisque Aa'passepar l'intersectîon^des droites t/n 
et B/i ,‘la droite DD' sera dans le plan ‘ADa qui confient AA', 
et par conséquent ces droites DD' et AA' se couperont. On 
prouvera de la même manière , que les droites AA', BB', CC', 

DD' se couperont toutes deux à deux ; donc la droite OC',.- " 1 

par exemple , qui n’est pas dans le plan ADo qui contient 
DD', AA', coupe DD' ; d’ailleurs elle coupe* AA'.; donc elle 
coupe en même temps DD' et AA', ce qui ne peut avoir lieu 
sans qu’elle passe par leur intersection. Donc les quatre droites 
AA', <BB'; 6C', DD' se croisent trois à trois dana^un mêioa 
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point , et nécessairement elles se croisent tonte» quatre an 

même point. 

M. Cnrnot démontre encore dans l’onvrage cité , que les plans 
prolongés mnp , C'D'B' et CDB ont une intersection commune ; ’ 
mais comme l'auteur se fonde sur plusieurs tbéorèmes que nous 
n'avons pas fait connmtre, nous ne pouvons que renvoyer à 
la lecture de la seconde partie de son travail , bien fait pour 
intéresser les amateurs de la belle Géométrié. 

M. Legendre a résolu (Liv. V, Prop. XXIV et XXV) ces 
deux problèmes sur les pyramides triangulaires. 

1* Etant donnés les trois angles, plans ou les trais faces , 
trouver l'angle que deux de ces faces font entre elles ; 

a* Etant données deux des trois faces et leur inclinaison , 
trouver' la troisiime face. 

En observant qu’il y a dans toute p3rramide triangulaire , 
six choses à considérer , savoir , les trois faces et les trois iii- 
clinaisons , nous nous proposons ici de résoudre quelques ques- 
tions ayant pour objet de déduire trois de ces six choses des 
trois autres supposées données. 

Problème LXXIX. i*. Étant données deux faces et une 
inclinaison non comprise , construire la pyramide. 

Ainsi on donne les deux faces DSC, CSB, et l’angl^ de la 
face DSC avec la face indéterminée DSX , et il faut trouver 
cette dernière face , c’est-à-dir.e , construire la pyramide. 

L’angle des deux faces DSC , DSX est celui des deux lignes 
d'intersection de ces deux faces par un plan perpendioulaire 
FIg. 311 . à leur commune arête SD ; si on imagine que eet angle tourne 
autour de son- côté DE jusqu’à venir se coucher spr la face CSD 
supposée dans le plan de la planche , il sera en FDE. Lors donc 
qu’on voudra se représenter la face illimitée ou inconnue DSX 
en position vraie , il faudra d'abord concevoir le plan de l'angle 
FDE vertical , et la face DSX tournant autour de l’arête DS, 
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jusqu’à venir s’appuyer sur Dp. Alors si l’on imagine que la face 
, donnée CSB qui est représentée dans le prolongement de DSC, 
tourne autour de l’aréte SC , elle engendrera par son arête SB 
la surface d’un cdne ayant son sommet en S ; et suivant la re- 
lation qui existera entre les angles FDE, CSB donnés, il arri- 
vera que la surface de ce cône sera coupée suivant deux arêtes 
par la face illimitée , ou que celle-ci lui sera tangente , ou enliô 
quelle ne le rencontrera pas. Dan^Je ptefiiier cas, il y aura 
deux pyramides possibles ; une seule dans le second ; et enfin 
le problème sera impossible dans le dernier. Nous ne considé- 
rerons ici que le cas de deux intersections , parce qu’il renferme 
le second. 

Du point D je mène un plan vertical perpendiculaire à l’a- 
rête SC ; il coupera la face illimitée en position vraie , suivant 
ye droite , et la face donnée GSB , suivant une ligne qu’on 
voit en KG dans le rabattement de cette face sur le plan 
horizontal. Que la face CSB retourne dans sa position vraie, 
le point G décrira une circonférence GHCI dont le centre 
sera en K et le rayon KG , et dont le plan sera vertical : 
dans- l'hypothèse qiie nous faisons cette circonférence qui 
est la trace du ‘point G dans l’espace, etqni est toute entière 
sur la surface conique décrite par SB , est rencontrée en deux 
points par l’intersection avec la trace illiiuitée du plan vertical 
mené par D et dont la trace horizontale est DK : il s’agit donc 
de trouver ces points de rencontre. 

A cet elFet , supposons au point K une verticale prolongée 
jusqu’à la rencontre de la*face illimitée en position : si l’on 
conçoit par son extrémité , une parallèle à SD , ou une hori- 
zontale dans la face •illimitée prolongée jusqu’à ce qu’elle 
rencontre en un point F le côté DF en position , la verticale 
en K sera égale à la hauteur FE ; et les points de rencontre 
de la trace, dans la face illimitée, du plan vertical suivant DK , 
et de la circonférence GHLI en position , seront ceux qu'on 
cherche. 

Imaginons maintenant que le triangle vertical formé par 
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DK , la verticale en K et la tçace dans la face, illimitée ï 
tourne autour de DK comme charnière:, jusqu'à se rabattre 
dans le plan de la face DSC ; la yerticale passera toujours par 
K. , et ne cessera pas d’être perpendiculaire à DK, conséquem- 
ment elle viendra se placer. suivant KC •, et si l’on prend 
Km=EF^son extrémité tombera en rre : d’ailleurs la circon- 
férence, décrite de K comme centre avec le rayon KO, ra- 
battue sur le même plan, est-GHLI; donc menant Dm, et 
prolongeant cette ligne j les. points de rencontre L et H seront 
ceux qu’on cherche. ’ ■ 

En effet, qu’on se représente, tout .en position vraie , on verra 
aisément que les points L et S , H et S déterminent les deux 
limites de la face mdéiinie. En . observant i que ,' dans toutes 
les positions de cette face autour. de DS , le point L , par 
exempt , est toujours sur -une circonférence décrite de 
comme centre,, avec DL comqie rayon , circonférence qu’on 
peut décrire sur le plan horizontal , et qui est LX', et qu’aussi 
ce point qui coïncidait avec G dans la pyramide ' formée , 
est toujours sur une • autre circonférence décrite du centre 
S avec le rayon SG , et qu’on, yoit en GIX', il Sera facile de 
reconnaître que SX' est une des limites. La seconde limite SX 
seradonnée par l’intersection X des circonférences HX et GXw 

Il n’y a qu’une pyramide possible lorsque la ligne Dm 
est tangente à la circonférence GIILI : le problème n’a pas 
de solution , lorsque cette ligne Dm ne, rencontre pas la cir- 
conférence. . 1 

Problème LXXX. a“. Etant données deux inclinaisons et 
la face adjacente , trouver la troisième arête de la pyramide 
ou les deux autres faces.- ■ « ■ ' t 

Soit ESC la face donnée dans le planhotizontal ; soient FDE, 
F'D'E' les deux inclinaisons connues , il s’agit de limiter les 
deux autres faces. 

Prenons sur les côtés DF, D'F' en position dans l’espace , ' 
deux points G , G' , de manière que D/i ou Gg — G' g' , et 
menons par ces points qui seront à même hauteur au-dessus 
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du plan horizontal , des horizontales dans les faces illimitées; 
elles couperont l’arête inconnue en un point dont la projection 
horizontale K sera -l’intersection des projections horizontales 
GR , G'R des horizontales menées par les points G et G' 
de l’espace. ■ ‘ 

Si l’on fait mouvoir les plans SD'F' , SDF , qui sont les 
positions vraies des faces illimitées , l’un autour de SB , I autre 
autour de SC, jusqu’à ce qu’ils viennent en BSX', CSX danrf 
le plan horizontal , le point de l’arète inconnue dont K est la 
projection horizontale , viendra se rabattre sur l’un des point» 
des perpendiculaires KL , KL' aux arctes SC, SB; de plus ce 
point restera à une distance du sommet S égale à l’hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle qui a pour côtés adjacents .à l’angle 
droit, SK, g'G' ou Gg ; donc, dans le développement, ce 
point sera aussi sur le cercle décrit de S,. comme centre, • 
avec cette hypoténuse pour rayon , et par conséquent il se 
trouvera à la rencontre de ce cercle L'IL qu’on peut décrire 
dans le plan horizontal , et de chacüne des perpendiculaires 
KL, KL' ; donc DSL, D'SL' seront les faces cherchées. 

Nous ferons connaître le procédé graphique qui donne la troi- 
sième inclinaison : on ob,servera cependant qu’on peut employer 
la construction donnée parM. Legemlre. 

En supposant toujours la face CSC dans le plan horizon- 
tal , nous couperons la pyramide par un plan vertical XCC FigatJ. 
qui rencontrera le premier suivant BC , ensorte que les deux 
autres faces seront SCX et SCX‘, et il s’agira de trouver 
l'angle entre ces deux faces, puisqu’on coYmaît déjà les autres 
inclinaison.s. L’arête SX suivant laquelle ,se coupent les faces 
SCX , SBX , percera le plan horizontal en S et le plan 
vertical en X. Comme le point X a sa projection horizon- 
tale sur BC en R , et que S est dans le plan horizontal , RS" 
sera la projection hortzontale de l’aréte SX. L’extrémité S 
est projetée verticalement en Q par la perpendiculaire SQ .sur' 

BC ; l’autre extrémité X est s^ propre projection verticale ; 
donc QX est la projection verticale de i’arcte SX. 
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Imaginoni un plan perpendiculaire en un point (juelconcpia 
de l'arete SX, et conséquemment perpendiculaire au plan SRX 
suivant lequel cette arête te projette horizontalement ; que 
■a trace horizontale soit , par exemple , MN : ce pian coupera 
les faces SCX , SBX suivant deux lignes qui formeront entre 
elles un angle opposé à MN , lequel sera l’angle cherché. 

La trace horizontde MN sera perpendiculaire à la pro- 
jection horizontale SR de l'arête SX , puisque MN et SR sent 
les intersections de deux plans perpendiculaires entre eux par 
un troisième plan qui estBSC. 

La droite menée du sommet de l’angle cherché à l’inter- 
section P de SR et MN , est la hauteur du triangle formé par 
MN et par les deux côtés de cet angle , ce qu'il est facile de 
voir , en observant que la projection horizontale de son som- 
met , est en quelque point de RS , trace horizontale du plan 
projetant de RX qui contient ce sommet. 

Si l’on fait tourner ce triangle autour de MN , comme char- 
nière , jusqu’à ce qu’il vienne se coucher sur le plan horizon- 
tal vers S , sa hauteur passera toujours par P , et ne cessera 
pas d’être perpendiculaire à MN en ce point, ensorte que 
l’autre extrémité qui est le sommet de' l’angle , viendra se ra- 
battre sur un des points de la droite PS en T , par exemple ; 
on connaîtra donc la troisième inclinaison MTN. 

Pour trouver la longueur vraie de la hauteur PT, supposons 
que le triangle SRX tourne autour de RX comme charnière , 
jusqu’à venir s’appliquer sur le plan vertical ; le point S 
décrira dans ce mouvement un arc SS' de R comme centre , 
avec le rayon RS , ensorte que l’arête SX se placera en XS'; 
le point P aura décrit l’arc PP' de même centre et avec le rayon 
RP : si du point P' on mène P'P" perpendiculaire sur S'X , on 
aura la hauteur PT qui , comme nous l’avons vu , fait trouver^ 
le point T , et conséquemment l’angle cherché MTN. 

Problème LXXXI. 3®. Connaissant dans une ]»yramide deux 
faces et [inclinaison comf»ise , déterminer la troisième face. 
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Soient BSC, BSD les deux faces données développées sur Fig,3t4. 
le plan de la face BSC, supposée horizontale : ayant mené un 
plan ABD perpendiculaire à la droite SB , lequel coupe la pre- 
mière face suivant BD , et la secondé suivant AB ; l’angle 
FBD de AB avec BD sera l’inclinaison donnée de la face ASB 
sur la face BSC. L’arête SA partant de sa position dans 
l'espace , et tournant autour de SB comme axe , engendra 
la surface d’un cône droit dont la section par le plan vertical 
ABD qui contient l’angle FBD , est le cercle AaF dont le 
centre est B et le rayon BF = BA , cercle dont nous suppose- 
rons le plan rabattu sur le plan horizontal. Le point F en 
position vraie , dont la projection horizontale est D , appar- 
tient à l’arête cherchée dans l’espace. Qu’on fasse tourner 
cette arête autour de SC comme axe , elle engendrera la 
surface d’un cône droit , et le point F, en tant qu’il appartient 
à l’arête inconnue SX , décrira un cercle dont le plan DEL 
est perpendiculaire à SC : la troisième face cherchée étant 
ainsi appliquée dans le plan horizontal , le point F doit tom- 
ber sur DL , et parce que sa distance à S n’a pas varié , il 
doit être sur le cercle décrit de S , comme centre , avec le 
rayon SA ; ce point est donc en L , et la face cherchée est CSL. 

Problème LXXXII. , Etant données Us trois faces d'une 
^ pyramide , trouver les trois inclinaisons. 

Supposons la pyramide développée sur le plan de la face BSC 
qui est toujours celui deda planche , ensorte que les deux autres 
faces soient eu CSD , BSD' ; après avoir pri6 'SD=sSD', nous Fig.ji'J. 
mènerons par D etD' deux plans perpendiculaires aux arêtes SC 
et SB , dont les traces horizontales seront DO, D'O. Si on ima- 
gine la pyramide formée, les droites £0 et ED , E'O et £'D' for- 
meront deux angles qui mesureront les inclinaisons des faces 
CSD, BSD' sur la face BSC. Il s'agit donc de trouver graphique- 
ment ces angles. -Les points D et D' réunis eir un seul dans l’es- 
pace ,ont pour projection horizontale le point O , puisque dans 
les mouvemens de rotation des faces CSD , BSD' autour des 
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charnières SC , SB , ils décrivent des arcs de cercle , dont les 
projections horizontales sont DEO , D'E'O ; ensorterque la 
hauteur de D ou de D' au-dessus de O , les droites OE et ED 
forment un triangle rectangle dans lequel l'angle opposé à 
• la verticale est l’inclinaison de CSD sur BSC : l’angle' OE'D' 
en position est aussi l’inclinaison de BSD' sur BSC.' Si on 
fait tourner le triangle OED en position vraie , autour de OE 
comme charnière , jusqu’à ce qu’il se rabatte sur le plan ho- 
rizontal , la hauteur verticale tombera suivant OK. perpendi- 
culaire à OE ou parallèle à EC; l’hypoténuse .ED n’aura pas 
varié de longueur z ainsi décrivant de E comme centre avec 
le rayon ED , un arc de cercle DR , l’angle OEK sera l’in- 
clinaison de la face CSD sur BSC. On trouvera , par la mémte 
construction , l’angle OE'R' , inclinaison de l’autre face D'SB 
sur BSC. On doit avoir OR' = OR , puisque dans l’espace , les 
points R et R',‘ D et D' se réunissent en un seul. ' 

Il reste à trouver la troisième inclinaison , question ‘résolné 
précédemment. ' • ' ■ ■ • . 

V. . . ..‘i 

Problème LTfXXIII. 5®. Etant données tantes les arêtes 
et une pyramide , la construire. ..... 

M , N , P étant Jes centres de trois sphères , nous avonjs^ vu 
■ig.aoi. ^pgg Prob. LXXVI) que l’intersection des deux pre- 
mières est un cercle dont le plan Vertical passe par GI ,et que 
l’intersection de la première et de la, troisième est pareillement 
un cercle dont le plan vertical a pou|^ trace horizontale gi..Le 
. ^ point H qui est la projection de la ligne suivant laquelle se 
coupent ces , deux] plans verticau.x , sera en même temps celle 
des points à’interseotion des trois sphères. . , , . , 

Si maintenant on 'relève les .triangles MPg, NPR, NMI , 
en les faisant touraer autour des lignes PM , PN , NM, comme 
charnières , les points, g , R et I sé réuniront .dans l’un dea 
points d’intersection ci-dessua , par exemple, dans le': point 
supérieur au plan de, la planché , et il se formera une py- 
ramide dont la ,has£ est le triangle MNP qui est dansai* 
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plan de la planche. 11 est facile de conclure de là la solution ': 
de l’énoncé. 


Théorème LI. St par le sommet d’un angle trièdre , on 
mène des droites perpendiculaires à chacune de ses faces , 
les plans gui contiennent ces lignes deux à deux , formeront 
un "nouvel angle trièdre dans lequel les angles entre les , 
arêtes seront égaux aux angles ou aux inclinaisons desjaces 
diC'premier \ et les"^ angles entre 'les arêtes de Celui-ci, seront 
égaux aux inclinàisons des faces du hbùvel angle trièdre. 

Nous avons démontré (Réc. de Ttéor. et Prob. , Théor.: 
XXXX) que si par un point quelconque de la commune 
intersection de deux plans , on élève une perpendiculaire à ^ 
chacun de ces plans y, V 
celui des deux plans. 

Soit Ae la perpendiculaire à la face AFp j elle le sera par Fig.aiS. 
conséquent aux lignes AG , AF menées par son pied dans le 
plan AFG ; eh raiswtnant de même pour Af^Ag respectivement 
perpendiculaire aux fàcea. AEG ,:A£F,' on. cottclura que* 


angle de ces f ignés sera le même^ que 


, • . f ' - y 

Ac perpendiculaire sur AFG , l’est sur AF , AG 
-n- Af perpendicalaire sur AEG, l'est sur ÀE , AG ■* 

A^ perpeddlèulairè’snr AEF , l’est sur-AE,'AF;’ V 

mais, 1* AE en même, temps perpendicalaire sur Af^ Ag*',' 

l’est au plan /A^;_ .v ^ 

' 2° AF en même tèmp^ perpendiculaire s\ir Ae , Ag , l’est 
r • n'; <j ' > )'■ I * t ■ il'..’ ° " r 

.r, • , • .. . , J 

' 3 °^ AG 'en meme tenips perpendiculaire shr Ae ,“Af^ l’est ^ 
a&''‘ptiiheA/. *; ^ 

Or, d’après le lemme>, le-s lignes Ag, Ag fpnt entre elle.s le ^ 
xùêp5^e,,ângl'e^que les^ plans ou fa^es AFÔ, AEF,auxqueljS .ellçs,..- 
sont respectivenienTperpendiculaires’; il en, sera de meme de ' 
l’angle entre .les arêtes AR> AG , coniparé à l’angte enpe les > 
pWs eA/i Donc les angles enti^ l^s „^êtes de l’un, de|^^. 


. Digitized by Google 


aao THÉORÈMES 

angles trièdres , sont égaux aux angles entre les faces de 
l'autre , et inTersement. ^ 

Remarque. ^ 

Ces six questions qu’on peut se proposer sur la pyramide 
triangulaire , savoir : 

I 

1 * Trois faces étant données, trouver les trois inclinaisons; , 

a" Trois inclinaisons étant données , trouver les trois faces ; 

3" Deux faces et l’inclinaison comprise étant données; 

4“ Deux inclinaisons et une face adjacente étant données ; 

5' Deux faces et une inclinaison non comprise étant 
données ; ' ' • * 

6" Deux inclinaisons et une face à laquelle une seule de 
ces inclinaisons est adjacente , étant données , 

Construite la pyramide , ' • • ' - ' 

peuvent encore être réduites à trois ; par la considération de 
la pyramide supplémentaire dont nous aUona indiquer la conS'* 
truction. 

' J “ 

Théorème LU. Chacun des six angles d'une pyrcunide , sa- 
voir , les trois angles entre les arêtes et les trois angles entre 
les faces , a pour supplément tun des angles de ta pyramide 
formée par trois plans perpendiculaires à ses arêtes. 

tt,, b , c étant les trois arêtes de la pyramide proposée , 
celle qui est formée par trois pians dont chacun est perpem* 
diculaire à chacune de ces arêtes, jouit de cette propriété 
que chacune de ses inclinaisons a son supplément parmi les 
angles entre les arêtes de la proposée. Pour le démontrer, 
qu’on se représente une des faces de la pyramide proposée , 
par exemple , la face ab , les plans de deux des faces qui appar- ' 
tiennent à la nouvelle pyramide et qui sont perpendiculaires' 
l’un à l’arête a , l’antre à l’arête b , coupent cette face ab i ' 
•oivant deux droites dont l'inclinaisoit'mesure celle des plans 


-r 
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or dans le quadrilatère formé par ces deux droites et les arêtes 
a tX. b J a deux angles droits ; donc les deux autres angles 
de ce même quadrilatère , sont supplémens l’un de l'autre ; 
donc l’angle eptre les arêtes a et & est' supplément de l’angle 
compris entre les deux plans qui appartiennent à la nouvelle 
pyramide. On verra de la même manière que les angles entre 
é et c ; a et c sont supplémens des angles qui mesurent les in- 
cUaaisons des plans perpendiculaires aux arêtes et c ; 
a et c. 

Si on nomme a', V, d les arêtes de cette seconde pyra- 
mide , celle dont elle dérive est formée par les trois plans 
perpendiculaires aux droites a', b\ c' •, donc l’angle de deux 
quelconques de ces plans , de ceux , par exemple , qui sont 
perpendiculaires aux arêtes a' et b', est supplément de l’angla 
compris entre ces deux arêtes. Donc , etc. 

Cette propriété a fait nommer l’une de ces pyramides lasup- 
plémtntain de Poutre, ' ' 

Corollaire. Ainsi connaissantles trois inclinaisons A, B, Ç d’une 
pyramide , si l’on veut trouver les trois faces on les trois angles 
entre les arêtes , on prendra les supplémeus des angles A , B, C 
pour les angles eatre les arêtes d'une nouvelle pyramide , on 
déterminera les inclinaisons de celle-ci , et leurs supplémena 
seront les angles cherchés. On rapportera de la même ma- 
nière les quatrième et sixième combinaisons aux troisième et 
cinquième. 

Problème LXXXIY. Inscrire une sphère dans une pyra> 
mide Uiar^pilairo dont les quatre sommets sont donnés. 

Si l’on suppose , pour simplifier , que l’une des faces de la 
pyramide soit dans le plan horizontal de projection , on pourra 
déterminer les plans des ^is autres faces, puisque chacun 
de ces plans doit passer par trois points donnés. .Que par cha- 
cun des côtés de la face horizontale, on mène un plan qui 
divise également l’angle entre cette face et celle qui la ren- 
contre suivant le côté par lequel est conduit le plan , tout 
ae réduira k trouver les projections horizontales et verticales 
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des intersections de ces , trois plans pris deux à deux ; cei, 
intersections se Qouperont en un point q^ui sera le centre de, 
la sphère , donné par ses projections, et on-en conclura celles 
dd rayon , et conséquemment sa longueur' vraie. Nou^ avons, 
supprimé les détails des constructions, parce qa ils nous auraient 
mené trop loin. 

La question de circiJtnsçrire, une sphère à une pyramide , . 
revient à celle qui a été résolue ( page 19b', prob. LXXIV). 

Des Polyèdres. 

* Théorème LUI. Le quarré de la dta^onale' de tout paral- 
lélépipède rectangle , est égal à la iomme'des quarrds de ses' 
tinis arêtes. ‘ ‘ * ‘ ‘ ' '* ' 

• Fig.ai7. “ Soit' BL un parallclepipede rectangle dont AK est la dia-' 
gonale et dont AB', ACl ’ AD sont les arêtes; je dis qu’on 

aura AK = AB + AC + AD. Joigijons AI Ici.triangle 

AIK‘, }*ectangle en X,-: donne AK-cs: AI*+ IR ; le triangle 
KtUngle ACI donnb - 'o-' t ■ r; . •- 


, , AJ = AG + CI ; 


donc puisque IR = AD et IC == AB', on aura ’ 

-vu* . .e-. “ 

- - ' ■ âr'=â5V'^ -+'AD*;!^ ' 

proposition déjà démontrée (pag._i 85 ^ ^ 

Corollaire I. Multipliant par. 4 les. dbu:ti membres de ceilte- 
égalité , il viedt ! i. .. 


1 . . i;:.:.;. 


O, .c 


••y. . ■ 


. 4 AR rr-itA-AB ;7+- 4 AC, 4AU ; r 


•. i 


d’où l'^on voit que dàiis^tout parallélépipède rectangle , la 
s'cirnrhe des quarris des cotes est égalé À la somme des quarns 
des diagonales proposition que M. Legendre a étendue à uii 
parallélépipède quelconque ( Prob. V , note "V ) , et que nou» 
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•lions déduire comme corollaire d’un théorème plus général 
*ur l’hexaèdre irrégulier. 

Corollaire II. Du théorème précédent , il suit qJfe, dans un 
cube, le quarré de la diagonale est égal au triple du quarré 
d'un des côtés. En elTet , soient AK un cube quelconque , et 
AK sa diagonale ; on aura 

AK = 3AB ; d’où AK : AB \/3 : i. 

D’où l’on voit ( Géom. , Liv. IV, Prop. IV , Schol.) que la 
diagonale d un cube quelconque , est le côté d'un triangle 
équilatéral inscrit à un cercle décrit avec un rayon égal au 
côté de ce cube. 

Problème LXXXV. Connaissant les côtés d’un parallèle^ 
pipède rectangle , trouver la diagonale et les angles quelle 
forme avec les côtés. 

On a , en désignant par a , b , c , d les côtés AB , AC , Fig.ai8. 

AD , AE , ^ - 

^ AF^=AC*+CF; 

donc 

ÂË*= d* = AF‘+1;F*= a» + b‘ + c». 

I,es angles ABE , ACE , ADE étant droits , leurs sinus seront 
égaux au rayon que nous supposerons égal à l’unité j les angles 
AEB, AEC , AED seront les complémens des angles BAEi=««, 

EAC = C , EAD = y , et les triangles ABE , AEC , AED 
donneront ’ 

AE : AB :: sin ABE : sin AEB^ rd : a :: i : cos » 

AE : AC :: sin ACE : sin AEC> d’où Jd : i :: i : cos f 

AE î_AD ;; sin ADE ; sin AED J "^d I c ;; i ; cos j» 

on aura donc ‘ 

(0....“d» = a*-f 6»+ c*, 

(a). . .cos , (3)....cos C = ^, (4) . ..cos î ; 

2 5 
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a» _L A» _1_ c* 

cosV 4 >- cos*C 4“ cot*y =. = l . . . . ( 5 ) ; 

formule déjà obtenue ( pag. 1 8g , Théor. XXXV , Lem.) ; a* 

6 cos € a cos a b cos C 

' ' ’ " ’ U cos et ’ t COS^ * c COS^‘ 

Les angles f , et' formés par la diagonale AE avec les 
faces ABFC , ABGD , ACID étant les complémens des angles 
y ,C , a. formés par la même diagonale avec les perpendicu- 
laires AD , AC , AB à ces faces , on aura 


(7) . . . . sin et' = C08 et 


sm y 


a . M m b 

2 , sin C s: cos 6 = 2» 
c 

cos 5 » = 2' 


Si l’on tire les diagonales AF , AG , AI » les angles ABF , 
ADG , ADI étant droits , on trouvera 

i-AU BF b cosC* 

, tang FAB = = - = 

‘ ° BA a , cos et 

I „ . ^ GD a cos et 
(8) . . . .'^tang GAD = ^ = - = 

' ^ O PA c cosj. 


c 

^tang lAD = ^ 


cos c 
coay‘ 


Ces huit formules sont d’un très-grand usage dans, l’analyse 
géométrique. Nous allons en tirer d’autres conséquences. 

Corollaire. Des égalités (a)» ( 3 ) et ( 4 ) on déduit encore 

ab . ‘ ac ^ ‘ bc - ' 

27 = cos et cos 6 , ^ = cos * cos y, ^ = cos 6 cos y ; 

•t 

ensorte que la surface totale S du parallélépipède rectangle 
est 


S=2(aé4-ac-f-éc)=ac?*(cos <t cos ff-f-cos et cos j<-}-coi Ç cos y). 


Digitized by Google 


1 


ET PROBLÈMES. aaS 

et son Tolume V est 

V = abc = d? cos «t cos cos j/. 

Voyez la Geometriede Legendre (Note V, Prob. IV et V). 

Théorème LIV. Dans tout prisme quadrangulaire , la 
somme des quarrés des côtés, excède celle des quarrés des 
diagonales , de huit fois le quarré de la ligne qui joint leurs 
milieux. 

En effet , soit DG un prisme quadrangulaire , soit O le point 
d'intersection des deux diagonales DG , BË , et P celui des 
diagonales- AF , CH. Les parallélogrammes BGED , ACFH 
' donnent 

BË*-f- DG‘= aDË’+ ^BD*. ' 

AF *4" CH = aDE sAC. 

Ajoutant ces deux égalités membre à membre, il vient (Récip. 

Liv. III , Prop. XI). • 

DG*-f ÂF*-f CÏÏ*= 4DÊ‘+ 2 (BD*+ ÂC*) 

= 4DË' + ôÂB V 2 Bc‘+ âCD* -H âÂD* — 8MN* 

M et N étant les milieux des diagonales BD , AC. Or joignons 
MO et NP : chacune de ces lignes sera parallèle à DE et égal* 
à f DE ; donc la figure MNPO est un parallélogramme •, dono 
OP = MN. Donc 

BË’+ DG*-f- ÂF* + CH* 

= 4DÊ“ -h ^Âd’— 8ÔP.‘ 

d'où 

4DE + âÂB*4- 2 Bc"+ âCD'+ âÂD* 

= BË"-f DG'-I- ÂF*+ CÏT + 8ÔP^‘ . 

Donc , etc. 
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Cette proposition est l’analogue de celle qui a été démontrée 
(d** cité ) : nous la généraliserons dans le Théorème suivant. 

Théorème LV. Sur Thexaèdre irrégulier. 

fig.aao. l'hexaèdre irrégulier Ac, pour lequel nous poserons 

Aa—a , Ccz=b , abz=ie , cd=f 
hc=g , ad=xh , ac=m , bd=m' 

Bb=zA , Drf=B , AB=E , CD=F , aC=d , Ac=d' 

BC=G , AD=H , AC=M , BD=M', iD=D , BÆ=D'. 

La droite qui joint les milieux des diagonales 

DD' = P , MM' = Q , 

> ddf = P , mm' = q. 

Cela posé, les quadrilatères abcd, ABCD donnent ( Récip. , 
Liv. III , Prop. IX ) 

' m» + m'» = -f /* + g»' 4. A» — 4q* 

M> -f M'* = E* -H F* •+• G* + H» — 4Q*; 

les quadrilatères BDdb , ACca fourniront de même 

A* 4 . B‘ -f + M'» z= D* + D'* + 4 P», 

a« 4 - A» 4 - m* 4- M* = + df‘ -j- 4p*. 

Ajoutant ces dernières égalités et substituant pour m* 4"^^* 
et M* 4 - M'* leurs valeurs tirées des deux précédentes , on 
aura ^ ... 

004 - A» 4 - e‘+p+ g^+b‘ïf d*4- <^'*4- D*4- D'* 
4_A“4-B‘4.E*+F“4-G»4-H*j ~ 1 4-4p‘+4<?’+4P*-f-4Q% 

formule qui , traduite en langage ordinaire , fournirait l’énoncé 
d’un beau théorème relatif aux hexaèdres dont les côtés 
forment des quadrilatères quelconques. 

Corollaire. Lor.'que toutes les faces d’un hexaedre devien- 
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■ent des parallélogrammes , les lignes P , p , Q , <7 sont nulles ; 
de sorte que l’équation précédente se réduit à 

4A* + 4E* + 4G‘ = D* 4- D'» -f d* 4 - d’y 

Théorème LVI. Si une ligne AB est divisée-en deuxparliet 
'AJ, IB , le cube construit sur la ligne entière AB , sera 

(AI = ÂB’ = Âi* -f. BÏ’ 4 . 3ÂÏ*X BI + 3BÏ’ X AI. 

Théorème LVII. Le cube construit sur la différence AI de 
deuxJignes AB , DI , sera 

(AB — BI)3=:Âb'— BÎ‘-.3Âb'xBI4.3AB X BL 

« 

PTous laissons à démontrer par la Géométrie ces deux pro- 
positions qui reviennent aux formules connues d’algèbre 

( a 4" ^ = o’ 4" 3a*i 4" 3a6* 4" 

(a — by :=z cd — 3o*6 4" 3ai* — P, 

lesquelles expriment la formation du cube d’un binôme. 

Théorème LVIII. Soit ABCDEMN, etc. un polyèdre quel- 
conque ; si l’on joint les sommets de tous ses angles A , 
B , etc. , avec un point S situé où l'on voudra ; je dis efu’en 
divisant les lignes SA , SB , etc. en parties proportionnelles, 
on formera un second polyèdre A' B CiyE'M'Ii', etc. qui sera 
semblable au premier. 

En effet , les triangles ABS et A'B'S semblables entre eux , 
donnent la proportion 

AB : A'B' :: SB ; SB', 

•n aura pareillement 

BC ; B'C' :: SB : SB' SC : sc' 

CD : CD' SC : SC :: SD : SD' 

DE : DE' :: SD; SD'. • 




Fig. 32 r. 
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Or ces proportions étant liées entre elles par des rapporte 
, communs , on aura 

AB : A'B' :: bc’; b'o :: CD : C'D', etc. 

En outre les angles ABC , A'B'C', etc. sont égaux , donc les 
bases sont semblables. 

Maintenant les«plans NAC et ACB étant parallèles à leurs 
homologues N'A'C', A'C'B', i'angle dièdre NACB est égal à 
l’angle dièdre N'A'C'B' : les triangles ABC et NAC sont sem- 
blables aux triangles A'B'C', N'A'C' : donc les points N^tN' 
sont déterminés par des pyramides semblables. Il en est de 
même de tout autre sommet M. Donc , etc. 

. Problème LXXXVI. Evaluer le volume d'un solide ter- 

m 

miné par un plan horizontal, par quatre plans verticaux pa- 
rallèles deux à deux et par une portion de surface gauche. 

Lemme I"". Si par les extrémités A , B , C , D de deux 
parallèles AB , CD , on mène hors du plan ABCD quatre 
droites parallèles AA" , BB" , CC", DD” égales deux à deux , 
savoir AA" z=BB", DD" = CC", les extrémités A", B", C"', D", ,, 

sont dans un même plan. 

Car si les trois points A", B", C", D' n’étaient pas dans un 
même plan , le plan mené par les trois points A", B", C" coupe- 
rait DD" en un point d tel , que l’on aurait Del = CC* j car 
tout plan mené par les points A" et B" rencontre les deux 
autres parallèles menées par C et D , de telle manière qu’on 
a toujours CC"i=DD", comme il est aisé de le démontrer. 
Donc on aurait CC" = DD" = D<£, ce qui est absurde. 
Donc , etc. 

Passons à la solution de l’énoncé. 

Le plan horizontal est ABCD , les quatre plans verticaux sont 
Fig.2ï3. ABB'A', BCC/B', DCC'D', ADD'A', et la surface gauche est 
A'B'C'D'. Cette surface gauche est engendrée par une droite 
indèCnie SS' qui se meut parallèlement au plan fixe ABA'B', 
en s’appuyant sur les deux droites A'D', B'C' qui ne sont pas 
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dans on même plan. Il résulte de cette génération que toute 
section de la surface gauche par un plan parallèle au plan 
ABB'A' est une droite KK', puisque cette intersection n’est 
qu'une des positions de la génératrice. Si les droites A'D', 
C'C' étaient parallèles , la surface A'B'C'D' deviendrait un 
plan. • 

S 

Les arêtes Aa', BB', CC', DD' étant prolongées de manière 
qu’on ait 

A'A'=:BB' = a, B'B*z=AA'= a', D'D" = CC' = 6 , « 
C'C" = DD' = y, 

les quatre points A", B", C", D" seront dans un même plan 
d’après le lemme. Si l’on représente par Y le volume.... i 
ABCDA'B'C'D' et par Y' le volume ABCDA"B"C"D", je dis 
qu’on aura Y = ^ Y' ; ce qui se réduit à prouver que ^toute. 
section RMQP du solide Y' par un plan parallèle au plan 
ABB*A* est divisée en deux parties égales par un élément K'K. 
de la surface gauche , ou , en d’autres termes , que les trapèzes 
RMK.K' et KR'PQ sont équivalons. A cet effet , soit la dia- 
gonale B'C dans la face BCC'B' : on aura 

EM : BB' :: CE : cb' :: C'k : c'b' i rEM = a x S 

[d’où] -, 

•EK.:CC'::B'K:B'C' J (ek = AxS 

C O 

et conséquemment 

EM4-EK = MK. = aX.-^^-f-iX ■||.....(.) 

Les trois plans parallèles ABB'A", RMQP, DCC"D" coupent 
Ijes droites A'D', B'C' en partie proportionnelle ( Géom. , 
Liv. Y , Prop. XY ) ; de sorte que menant la diagonale A"D', ‘ 
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dans la face A'D'A"D", on aura 


B'R : 


E'K': 


B'c' ::A'K' : 
A"A'::D'K': 


A'D'::E'P :D'D"i 

[d’où 

D'A'::C'K;C'B' J 


fET 

Œ'R'=mX 


BR' 

B'C' 

C'R 

C'B' 


On déduit de là 


E'R'-f E'P = PK'=a X 


C'R BR' 

C'B' + ® ^ C'B' ' 


.( 2 ) 


•t des relations (i) et (a) l’égalité des droites MR , PR'. On 
prouverait de même que RR'=QR. Ainsi les trapèzes RMRR', 
K'RQP ont même surface, puisqu’ils ont même hauteur, et 
que les côtés parallèles sont égaux deux à deux. 

Cela posé , le solide Y' peut être considéré comme com- 
posé de deux prismes triangulaires tronqués , ayant pour bases 
ADC , ABC : or ( Géom. , Liv. VI , Prop. XXII ) 

ADCA''D"C" = ^ ADC ( AA" + DD" + CC" ) 
ABCA"B'C" = i ABC (AA" + BB" + CC"|) ; 

ajoutant ces égalités membre à membre , et observant que 
les triangles ADC , ABC sont égaux , que Y' = aV , et 
que 

AA" = BB" = a 4 . o' , CC" = DD" = i -f. i', 
il vient , en représentant la base ABCD par s 


aV = § . i î ( 3AA" + 3CC" ) = i s ( AA" + CC") 

= j:4 ( a + fl' 4- ù -1- i'). ' 

Donc enOn 

Cette formule remarquable par son élégante simplicité, est 
d’un fréquent usage dans le calcul des déblais et des remblais. ^ 
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Théorème LIX. Si par un point quelconque pris dans 
l'espace , on fait passer plusieurs polygones égaux et paral- 
lèles chacun à chacune des faces d'un polyèdre quelconque, 
et présentant au point la même face quelle , la somme des 
produits de la suface de chacun de ces polygones par la 
perpendiculaire abaissée d’un autre point quelconque de l’es- 
pace , sera égalé à zéro , en observant de prendre négative- 
ment celle de ces perpendiculaires qui tombent sur le revers 
de ces polygones (■*'). 

Nous démontrerons d'abord ce théorème sur des figures 
planes , et nous l’étendrons ensuite aux polyèdres. 

Soit d’abord un triangle BAC ; si on prend dans l’intérieur 
de ce triangle deux points m , m', desquels on abaisse des per- 
pendiculaires sur les côtés , et qu’on joigne chacun de ces points 
aux sommets A , B , C , en désignant par a, des côtés op- 
posés aux angles A , B et C , on aura 

a (_mk — m'k' ) -j- b (ml — m'I’) -f- c ( mh — m'h' ) = o. 

Maintenant si par le point m' on mène trois lignes A'C, 
A'B', B'C' égales et parallèles aux côtés AC, AB , BC, et qu’on 
prolonge Im jusqu’à la rencontre de A'C' en q , la propriété 
ci-dessus deriendra 

a X nin — ô X rnq -f- c X mp = o , 

en observant que le terme b X rnq est négatif, parce que la 
perpendiculaire mq tombe sur le revers de la ligne A'C', con- 
sidérée comme une nouvelle position de la ligne AC qui 
aurait été transportée parallèlement à elle-même jusqu’à venir 
passer par m' . Dansie meme mouvement , les autres droites pré- 
sentent , si on peut le dire , la même face au point m , et les 
produits de ces droites par les perpendiculaires menées de m , 
sont positifs. 


(*) Cet énonce ne peut être bien saisi qu’h la lecture de la dcmon^tiation. 
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Fig.aaS. Dans le quadrilatère ABDC, on aura de même, en faisant 
AB û , BD = b , DC = c , CA = <f , 

a{mk — m t)-^c (mh—m'h')+d (mi—m'i')=o. 

Si les côtés du quadrilatère se meuvent parallèlement à eux- 
mémes jusqu’à venir passer par le point m', et qu’on prolonge 
les perpendiculaires menées du point m jusqu'à ces parallèlea 
aux côtés a, b ,c,d, la propriété ci-dessus deviendra 

— a X -{- b X mp -f- c X mç — d X^nr — o, 

oi'i l’on observera encore que les produits négatifs sont donnés 
, par les côtés du quadrilatère , qui , déplacés , oiTrent le revers 
an point m de départ des perpendiculaires. 

Il est maintenant facile d’étendre la proposition aux poly- 
gones et aux polyèdres , quel qu’en soit le nombre des côtés 
et des faces. En ^ffet , pour ees derniers, si l’on prend tou- 
jours dans l’intérieur du solide deux points m et m', qu’on les 
joigne avec tons les sommets des angles solides , et que de ces 
points on abaisse des perpendiculaires sur les faces , on aura 
' décomposé le polyèdre en autant de pyramides qu’il y a de 
faces , pyramides qui auront m et m' pour sommets. De sorte 
que la somme des produits de chaque face par les différences 
des perpendiculaires abaissées des points m et ni sur chacune 
d’elles , sera nulle , quelle que soit la position de ces points 
m et m' dans l’intérieur du polyèdre. Si par le point m' on fait 
passer autant de polygones qu’il y a de faces , lesquels soient 
égaux et parallèles chacun à chacune de. ces faces, l’égalité 
précédente deviendra la somme des produits des mêmes faces 
par les perpendiculaires abaissées du point m sur ces faces , en 
prenant négativement celles de ces perpendiculaires qui tom- 
bent sur le revers des faces. 

Corollaire I. Si le point m est le centre de la sphère 
inscrite à une pyramide triangulaire , et que mf soit le som- 
met de l'angle opposé à la b^e , en désignant cette base et les 
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autres faces de la pyramide parf, f', f, f, la hauteur de 
la pyramide par h , et par p le rayon ou la perpendiculaire 
abaissée de m sur .chaque face , on aura 


d’où 


xf-f-p'xf'+pxr = °} 


pif+f'+r+n ^ JT. 

3 3 


si l’on note par P le volume de la pyramide , et par A la 
somme des quatre triangles qui composent la surface , on 
aura 

. 3P 


d’où 


A ’ 


«xpression du rayon de la sphère inscrite donnée ( Géom . , 
Prob. VII, Note V). 

Corollaire II. Si toutes les faces de la pyramie^sont égales , 
le point m ayant une position quelconque dans^^térieur du 
tétraèdre , et le point m' étant toujours au sommet de l’angle 
opposé à la base , on trouve , en désignant les perpendiculaires 
par P , p', p”, p", • 


(.P — h')f+p' XfH-p"X/4-p*X/'=o ; 


d’où 


^—p+p'-hp’' + p”-, 

c’est-à-dire que la hauteur d’un tétraèdre dont toutes les faces 
sont égales , est égale à la somme des perpendiculaires menées 
d'un point quelconque pris au-dcdans du tétraèdre, sur toutes 
ces faces. 

La propriété analogue se retrouve dans le triangle équilatéral, 
en prenant le point m quelconque dans le triangle , et l’un des 
sommets pour le point ni' ( Réc. de Théo, et l’rob. , Théo. V). 

Théorème LX. Les surfaces totales du cône équilaté- 
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ral (*) et du cylindre circonscrits à une sphère , sonten 
proportion continue avec la surface de cette sphère. 

l'ig.aïC. > désignons respectivement par S , S', S" les sur- 

faces totales de chacun de ces trois corps. Il faut démontrer 
que S : 6' :: S' : S". Or (Géom. , Liv. VIII, Prop. VII) U 
surface convexe du cône SAB , étant cire CÀ X î SA , là • 
surface totale sera 

S = cire CA X î SA + cire CA X î CA. 

Désignant par R le rayon OC , et nommant Q sa circon- 
férence , on aura 

cire CA ; Q :: CA : R ; 

d'où 

cire CA = = Q ^/3 . 

H 

en observan^ue le côté du triangle équilatéral circonscrit, est 

aR v/^(Ré^fee Théor. et Prob. , Théor. XXVIII) ; il vien- 
dra donc 

S = Q v/3 X R V/3 + Q X 


, (*) On appelle c^ne équilatéral celui dont le triangle gcncratenr e«t la 

moitié d'un triangle équilatéral ayant pour côté le diamètre du la base. 

(”) On a vu dans les Elémens , comment on circonscrit un cylindre 
& une sphère { mais on n’y a pas trouvé- la manière de circonscrire le cône. 

Fig.aaô. Soit SAB nn triangle équilatéral ; soit O le centre du cercla inscrit : si 
l’on imagine que le triangle SAC et le demi-cercle DEC tournent simul- 
tanément autour de SC , le demi-cercle DEC décrira une sphère inscrite 
au cône décrit par le triangle SAC. De sorte que la surface sphéritpie et 
1.1 surface conique se toucheront suivant une circonférence de cercle. On 
remarquera aussi que la sphère n’aura que le point C de commun avec la 
hase du cône. Ce que nous venons de dire suffit pour que le lecteur conçoiv* 
l’inscription d’un cône à la sphère. 

• • 




) 
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En second lien , la surface totale du cylindre circonscrit est 
évidemment 3RQ ; on a donc S' =: 3RQ ; la surface convexe 
de la sphère S’ = aRQ : il faut donc qu’on ait 

^ : 3RQ :: 3RQ : aRQ; 


ce qui a lieu en effet , puisque cette proportion se réduit à 
celle-ci 

9 : 6 :: S : 4 , 

dans laquelle 1e produit des extrêmes est égal à celui des 
Donc , etc. 

Théorème LXI. Les surfaces t^Us du cône' équilatéral 
et du cylindre équilatère inscrits à JK/f sphère , sont en propor~ 
tion continue avec la surface de la sphère circonscrite. 

On peut supposer un triangle équilatéral et Un quarré 
Inscrits dans un cercle , et ces trois surfaces tournant autour 
d’un des diamètres du cercle , pris de telle manière qu’il en 
résulte les surfaces énoncées. -Or le côté du triangle équila- 
téral inscrit au cercle , étant Rv/3, on aura pour la circon- 
férence qui sert de base au cône équilatéral , j Ql/3 , Q étant 
la circonférence d'un grand cercle de la sphère : ensorte que 
la surface totale du cône sera 


la surface de la sphère est 

. S* = *QR. 

Quant à la surface totale du cylindre inscrit , on observera 
que son côté étant Ry/a ( Géom. , Liv. IV, Prop. III, Schol.), 

le cercle qui lui sert de base est — , donc on a pour sa 
surface 

5lQ' = 
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or 


Q' ; Q :: : R, d’oùQ'=Si^, et s'=^; 


et conséquemment 


— a?5 , 3. _ 5RQ 


8 


, S* = aRQ, 


d'où résulte la proportion 


SRQ . 3RQ .. 3RQ 
5 a a 


aRQ, 


qui revient à celle-ci 

9 : la 3 : 4 , 



et de laquelle on conclut que les surfaces S , S', S“ sont err 
proportion continue. Donc , etc. 

Théorème LXII. Les volumes du cône équilatéral et 
du cylindre circonscrits à une sphère\ sont en proportion 
continue avec 'le vàlume de la sphère. 


Fig-saS. Soient S ; S', S" les volumes de ces trois corps : il s’agit de 
prouver que 

S : S' :: s' : s". 

En effet, • ' 

S = cire CA . i CA X î SC — cire CA X 5 CA x R , 

X 

en observant qu’il a été démontré (Réc. de Théor. et Prob . , 
Théor. V ) que la hauteur d’un triangle équilatéral est égal à 
trois fois le rayon du cerc)e inscrit , or 

cire CA: Q :: CA : R, d’où cire GA =2^^^=Qy/3; 
donc S = volume du cylindre est S'=R“Q , et celui 
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de la sphère est S" = Lnsorte que 

R’Q :: R*Q : 

et en olFet, cette proportion revient à celle-ci ; 

. 3 » • •• . 
i» * •• * • j> 

qui est continue. Donc , etc. 

Théorème LXIII. Le cône, la sphère et le cylindre de 
même hauteur ont leurs volumes comme i a ’ 3 , le cône 
et le cylindre ayant ailleurs pour base un grand cercle de 
la sphère. 

En effet le volume du cône est ^ RQ X j R = 3 QR* ; Fig.aa;. 
volume de la sphère est aRQ X J R = 3 QR*; et enilnle vo- 
lume du cylindre est î RQ X aR = QR“. Or on a 


QR* . uQR* . 


JDonc , etc. 


: QR» 1 : 2 ; 3. 


Du contact des sphères. 


Problème LXXXVII. Mener un pian tangent à trois sphère» 
données. 

Un plan tangent à une sphère , est un plan qui n’a qu'un 
point commun avec cette sphère. Le rayon en ce point de la 
sphère , est perpendiculaire au plan tangent (Géom. , Liy.YII, 
Prop. VII). 

En un point donné sur une sphère , on ne peut mener qu'un 
seul plan tangent. 

Par une droite donnée hors d’une sphère , on peutnienerdeux 
plans tangens à cette sphère, de même que par un point donné 
hors d’un cercle , on peut mener deux tangentes à ce cercle. 

Considérons deux sphères, et supposons un plan mené par 
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même arête au cône dont le sommet est S' ; ils né seront 
donc qu’un seul et même plan 4hngent aux trois sphères. 
Or on ne peut mener ce plan que de huit manières diffé- 
rentes. 

Pour le prouver , observons que , dans les combinaisons trois 
à trois des six sommets S , S', S" , s , s', s", il faut exclure , 
1 *. celles où entrent S et s , S' et s'. S" et s", parce que le 
même plan ne peut toucher à la fois un cône extérieur et 
le cône intérieur qui lui correspond , ou les cônes extérieur 
et intérieur tangens aux deux mêmes sphères ; a°. celles où 
il entre un des trois sommets s , ^ s" avec deux des trois 
commets S , S', S", parce que le plan qui touche deux quel- 
conques des trois cônes extérieurs , touche nécessairement Is 
troisième , èt que , d’après ce qui vient d’être observé , il ne 
peut toucher en même temps aucun des cônes intérieurs; 5”. enGa 
la combinaison s, s', s", parce que le plan tangent à deux 
cônes intérieurs, touche nécessairement un des cônes exté- 
rieurs , puisque ces trois points sont toujours en Ugne droite 
d’où il résulte qu’il ne peut toucher le cône intérieur corres- 
pondant. Donc les combinaisons des sommets pris trois à trois - 
•e réduisent aux quatre suivantes : S, S', S* ; S , /, s" ; S', s, s*j 
S" , s ,s' : or par l’une des quatre droites que ces combinaisons 
déterminent , on ne peut faire passer que deux plans tangens 
aux cônes circoascrits ; donc par les quatre droites , on ne peut 

mener que huit plans tangens aux sphères données. 

# 

Maintenant, pour résoudre le problème proposé , on déter- 
minera les sommets des cônes circonscrits , tant intérieurs qu’ex- 
térieurs, et par chacune des quatre droites SS'S", S/j", S'js* 
S''ss', on mènera deux plans tangens à l’une quelconque des 
trois sphères données , et ces planlÉes toucheront toutes trois 
en même temps. 

Problème LXXXVIII. Trouver de combien de manières 
on peut placer une sphère dun rayon donné , pour quelle 
• i6 
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touche trois autres sphères dont les centres et les nyons sont- 
donnés^ # ^ 

Soient a , 6 , c les rayons des sphères données A , B , C , 
et t le rayon de la sphère tangente. Lorsque deux sphères ' 
se touchent , la distance de leurs centres est , comme pour 
deux cercles tangens , la somme ou la dilTérence de leurs 
rhyons : ainsi le centre de la sphère qui toucherait A , B et C , 
est sur l’une des deux sphères a' , a concentriques à A , et 
ayant pour rayons , l’une t -f- a , l’autre t -m a-, par la même 
raison , le même centre est sur l’une des deux sphères b', b’ 
concentriques à B, et ayaj^t pour rayons , l’une t-j- b, l’autre 
t-^b •, enhn il est sur l'une des deux sphères concentriques , 
à C et dont les rayons sont t + ^ , t — c. D’où il suit que 
ce point est à l’intersection de trois des six sphères a', a'\ 
b', b*, c', c". Or en excluant des combinaisons trois à trois de 
ces six sphères, celles où il entre a' et a" ; b' et b“ j c' et c'', parce 
que des sphères concentriques ne peuvent pas se couper ; ces 
combinaisons se réduisent aux huit suivantes , a'b'c ' , a'b'c"^ 
aTc',a'ù''c',û''i'c',a"6'c",a'6"c',o''iV. Déplus, comme trois 
sphères se coupent ep deux points (pag. J 97 , Prob. LXXVI) , 
lés huit systèmes donnent seize points pour le centre de la 
sphère du rayon t. Donc on peut placer une sphère d’un rayon 
donné dans seize positions différentes au plus , de manière que , 
dans chacune , elle touche trois sphères dont les centres et les 
rayons sont donnés. ^ 

Problème LXXXIX. Une sphère variable de rayon , se meut 
eh touchant constamment trois sphères fixes dont les centres 
et les rayons sont donnés ; on demande la courbe formée sur 
chacune des sphères fixes par la suite de ses points de contact 
avec la sphère mobile. 

Soient , comme précédemment, A, B, C les sphères Cxes, 
et a , i , c leurs rayons ; T la sphère mobile, et t son rayon. On 
vient de prouver que la sphère mobile pouvait toucher les trois 
sphères fixes dans seize positions différentes. Conaidérons-la 
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â«B« un» d» ses positions , dans ceUe , par exemple, où les 
distances des centres des sphères touchées A , B , C et du 
centre de la sphère touchante spnt et 

supposons que son rayon changeant et devenant t', f, etc . , 
ces distances deviennent successivement 

puis a -+■ t", b + t" , c t", etc. ; on aura ainsi une suite de 
sphères T , T', T", etc. des rayons t , l', t", etc. qui touche- 
ront les sphères fixes A , B C, chacune en une suite de points ; 
et il s’agit de trouver la nature de la courbe formée par la 
suite des points de contact sur chacune des sphères fixes. 

A cet effet , nons établirons d'abord les deux lemmes 
suivans : , ' . 

Lemme I*'’. Les plans menés par les trois points de contact de 
chacune des sphères T, T*, T", etc. , tangentes aux sphères 
fixes A , B , C, concourent en une seule et même droite située 
dans le plan qui passe par les centres des trois sphères fixes. 

Lemme II. Les six points de contact de deux quelconques des 
sphères T , T*, T", etc. avec les trois sphères fixes , peuvent 
être placés sur une même surface sphérique , quoiquen gé- 
néral quatre points déterminent le centre et le rayon d’une 
sphère. 

Pour suivre les démonstrations de ces deux propositions , 
il faudra se rappeler les propriétés du cercle , démontrées 
( Réc. de Théor. et Prob. , Théor. XXII). 

1°. Désignons par AT , BT , CT les points de contact de 
la sphère T avec les sphères A , B et C , par AT', BT', CT' 
les points de contacts de la sphère T' avec A, B , C; par AT', 
BT", CT' ceux de la sphère T' avec A, B , C , etc. II s’agit 
donc de prouver que les plans déterminés par les points 
AT , BT , CT , ou AT, BT', CT', ou AT", BT", CT", etc., 
passent par Une seule et même droite située dans le plan des 
centres des trois sphères A^ B, C , centres que nous désigne- - 
rons par a , C , y. 

i Le plan de •» , £ et du eentre de la sphère T passant pat 
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les points de contact AT , BT , et coupant en même temps 
les sphères A , B et T suivant trois grands cercles tangens 
en ces points , et le plan des centres *,C , y suivant nne ligna 
*C , la droite AT , BT rencontre la droite etS en un point. 
Par la même raison, la droite AT , CT coupe ety en un point; 
et la droite CT, BT coupe la droite yC en un point. Ces trois 
points se trouvent sur le plan des centres n , C , y , et sur le plan 
des trois points de contact AT , CT , CT ; donc ils sont sur 
une seule et même ligne droite. Or cette droite est aussi in- 
dépendante de la sphère tangente T que le point R ( Réc. 
de l'héor. et Prob. , Théor. XXII ) est indépendant du cercle 
tangent dont le centre est C" , parce qu’en passant des points 
de contact AT , BT , aux points de contact AT', BT" , 
la distance des centres a£ et les rayons restent les mêmes 
et parallèles entre eux. D’où il suit que le point de ren- 
contre de AT et BT avec etC , est déterminé de la même 
manière que le point de rencontre de AT' et BT' avec ctC. 
Donc quelle que soit la position de la sphère tangente aux 
trois sphères A, B, C, le plan des trois points de contact passe 
par une droite unique située dans le plan des trois centres 
et, c , y , droite que nous désignerons par L. 

Passons à la deuxième proposition. 

T et 'D étant deux sphères quelconques tangentes aux 
trois sphères Gxes A , B , C , il faut prouver que les six points 
de contact AT , BT , CT ; A'T, Bl^, CT' peuvent être placés 
sur une même sphère. On remarquera d’abord que quatre de 
ces six points étant pris dans l’ordre suivant , AT , BT , AT, 
BT ; BT , CT , BT, CT ; CT , AT , CT, AT sont toujour, 
placés sur une même circonférence de cercle ; car les droites 
AT , BT , AT', BT concourent en un même point de la droite 
•tC , puisqu’elles sont dans deux plans qui passent par la b'gne 
des centres a et C } donc elles sont dans un même plan. Or 
les cercles intersections des sphères A et B par ce dernier 
plan , sont tels que la droite qui joint leurs centres , co ncourt 
au point de la droite , où se coupent les droites AT , BT ; 
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AT', BT' ; ce dont il est facile de se rendre raison , en ob- 
servant que ces cercles sont touchés en AT et BT par la cir- 
conférence intersection de la sphère T par ce plan , et en AT' 
et BT' par la circonférence intersection de la sphère T' par le 
même plan ; et qu’ainsi les points AT , BT sont les analogues 
des points t et f' (n° cité ) , et qu*il en est de même des points 
AT', B'I''. Donc les quatre points AT, BT; AT, Bl'' sont 
placés de la même manière que les quatre points m', m , n , n' 
(n®cité) : donc ils sont, comme ceux-ci , sur une même 
circonférence. On dira la même chose des autres combinai- 
sons BT, CT, BT, CT ; CT, AT, CT, AT. Mais une 
sphère menée par quatre points pris sur l’une de ces circon- 
férences , ce qui n’équivaut qu’à trois points , et par un cin- 
quième pris sur un autre , passera nécessairement par le sixième 
point : car soient ces cinq points AT , BT, AT, BT et CT ; 
la sphère pauera par la première circonférence , par trois points 
de la seconde, et par trois points de la troisième. Donc les six 
points de contact peuvent appartenir à une même surface sphé- 
rique que nous désignerons par S. 

Nous pouvons déduire de ces deux propositions , la solution 
du problème proposé. 

La sphère S coupe les trois sphères T, T' et A , la première 
suivant un cercle qui passe par les trois points AT, BT, CT ; 
la seconde suivant un cercle AT, BT, CT, et la troisième 
suivant un cercle qui passe par AT et AT, et ce dernier cercle 
est tangent aux deux autres en AT et AT, puisque la sphère A 
est touchée par les sphères T et T ; on observera de plue 
que les cercles AT, BT, CT; AT, BT, CT sont dans deux 
plans différens qui passent par la droite L , et que le cercla 
qni leur est tangent est dans un plan transversal : donc les tan- 
gentes communes à ces cercles et au cercle d’intersection des 
deux sphères S et A , sont dans les plans AT, BT, CT; 
AT,» BT, CT; mais on a démontré que ces ptans passent 
par une même droite L située dans le plan des centres «, 
€, y •, donc les deux tangentes en question passent par la 
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droite L ; 'maie elles sont aussi dans le plan du cercle d'ia- 
tersection des deux sphères S et A ; donc elles passent par le 
point d’intersection de ce plan et de la droite L ; or ce point 
•ne varie pas lorsque la sphère T' varie et devient T”, T'*', etc. ; 
■car le cercle des sphères S et A touche toujours daos le 
même point le cercle AT, BT, CT , et il devient tangent aq 
cercle AT", BT", CT" ; puis au cercle AT*, Bl" CT*, -etc.. j 
dans toutes ces positions du cercle transversal continuellement 
• tangent au même cercle AT, RT, CT , et aux cercles AT", BT', 
CT" ; AT", BT", CT", etc. , les tangentes communes qui son,t 
les intersections du plan du cercle transversal et des plans des 
deux cercles auxquels il reste tangent , doivent se cpuper sur 
la droite L au point ou cette droite est rencontrée, par la tan- 
gente commune et £xe au contact cercle AT , BT , CT 
avec les eercles transversaux. Donc les tangentes aux cercles 
d’intersection AT et AT^i AT et AT", etc. des sphères $ 
et A forment une surface conique droite circonscrite à la 
ephère A ; et la base de ce cône droit est le lieu?des poin^ 
de contact AT, AT", AT", etc. : donc ce point appartient à 
un cercle tracé sur la sphère A dont le plan est perpendiculaire 
à celui des trois centres tt, C , y. 

Problème LXXXX. Trofiver la courbe parcourue par le . 
centre d’une sphère mobile , a^ujétie à toucher constamment 
trois sphères Jixes. 

• Le Ittut des centres de la sphère mobile est sur un des cônes 
■droits. qui ont pour sommet le centre d’une sphère fixe « et 
pour bâte la courbe formée par les peints de contact de oette 
\ ephère fixe avec la sphère mobile , courbe qui est un cercle., 
parce que , dans toutes les positions de la sphère mobile T, qui 
touche continuellement la sphère A , les centres de ces deux 
ephtères et le point de oontaot sont dans une ligne droite qui 
est une arête de cette surface conique : de plus', le beu des 
mêmes centres est un plan perpendiculaire à la droite L (psi 
•passe par )e« soumets des cônes circoss(b'iU cxtérieuremeQt 
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■ux sphères données. £a eiTet , tout plan passant par cette 
droite , coupe les trois sphères fixes et la sphère mobile suivant 
quatre cercles dont le quatrième est tangent aux trois pre- 
miers. Si par les centres de deux quelconques de ces qua- 
trièmes cercles , on élève des perpendiculaires aux plans de 
ces cercles , ces perpendiculaires se rencontreront , et elles 
seront dans un plan perpendiculaire à la droite L : car, d'après 
le Lemme II , les six points de contact entre deux sphères 
T et T' et les trois sphères fixes, sont toujours sur une même 
sphère S qui passe conséquemment par les circonférences de 
deux des quatrièmes cercles : donc les deux perpendiculaires 
en question iront se couper au centre de la sphère correspon- 
dante S , et parce que le plan de ces deux perpendiculaires 
l'est en même temps aux deux plans sécans menés par L , il 
le sera à la droite L. Si l’on considère six autres points de 
^contact entre T', T" et les trois sphères fixes, lesquels seront 
sur une autre sphère S', on démontrera de la même manière , 
que les perpendiculaires élevées par les centres des cercles 
correspondans aux plans de ces cercles , se couperont au 
centre de la sphère S', et que leur plan sera encore perpen- 
diculaire à la droite L , et comme les plans menés par les deux 
premières perpendiculaires, puis par les deux secondes , se cou- 
pent suivant une de ces perpendiculaires , et que de plus ils 
sont perpendiculaires à la même droite L, il en résulte que 
ces trois perpendiculaires sont dans un même plan , conclusion 
qui s’étend à toutes les autres. Donc ces perpendiculaires dont 
aucime ne peut passer en même temps par les centres de 
deux des sphères S , S', S", etc. , seront les tangentes de la 
courbe parcourue par le centre de la sphère mobile ; donc 
cette courbe est plane , et son plan est perpendiculaire à la 
droite qui passe par les sommets des cônes circonscrits extérieu- 
rement aux sphères, données. 

Remarque. 

Dans le n® a de la Correspondance sur l’École Pelytech- 


*48 THÉORÈMES' 

nique y d'uù j'ai tiré , à quelques développemens près , ce 
qu’on vient de lire sur le contact des sphères, on trouve encore , 
sous le mêtne titre , la solution des problèmes suivans , qui n’a 
pu trouver place ici. 

1 ®. Déterminer les lignes de courbure de la suif ace courbe, 
enveloppe de l'espace parcouru par une sphère qui se meut en 
touchant constamment trois sphères fixes. 

a®. De quelques propriétés de la courbe parcourue par 
^.le centre d’une sphère mobile qui touche constamment trois 
sphères fixes. 

3®. Trouver parmi les sphères tangentes à trois sphères don- 
, nées , celle qui a son centre dans le même plan que celui des 
1 sphères touchées. 

Question de laquelle dépend celle de ce problème ; Mener 
■ un cercle tangent à trois cercles donnés, en considérant les cercles 
'donnés comme les grands cercles de trois sphères. 

4®. Mener une sphère tangente à quatre sphères données. 

Nous observerons que trois cercles donnés dans un plan , 
peuvent être touchés par un quatrième cercle, de huit manières 
dilTérentes ’, et que quatre sphères peuvent être touchées p<^r 
une cinquième de trente-deux manières dilTérentes. ' 


i 
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Sûr la Trigonométrie rectiligne. 

On trouve (Trig. de Legendre, Noti. , Génér.) , et en dési- 
goant le rayon par R , cea valeurs des lignes trigonométriques 
au moyen du sinus et du cosinus , savoir : 

„ sin . _ ■ cos , I 

tang = R . — , cot=R.-r-, sec*=R*->-*, 

, ° cos sin cos 

coséc = R* . “ , sin vers — R — cos , cos vers = R — sin.' 

, . sin 

' D’après ces expressions , il est facile de former deux tableaux 
dont le second offre les valeurs de toutes les lignes trigonomé- 
triques pour les quatre points remarquables o*, ioo“, aoo® et 
Soo”, et le premier les signes de toutes ces lignes dans les quatre 
.quadrans de o® à loo®, de icio® à aoo“, de aoo* à 3 oo°, et de 
3 oo* à 4 oo“. 

11 est bien entendu que le sinus est positif de o à 200*, et 
^négatif de aoo* à 400° ou à o*; que le cosinus est positif 
pour les arcs de o* à 100* et de 0° à 3 oo°, et négatif poux 
les arcs de 100 à aoo* et de aoo° à 3 oo°. 


De 

8 Û1. 

CO*. 

tang. 

cot. 

séci 

coséc. 

sin V. 

cos V. 

oà 100 

+ 



+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

100 à aoo 


— 

— 

■ — 

— 


+ 

+ 

300 à 3 oo 

— 

— 

+ 

+ 

— 

— 

+ 

+ 

5 oo à 400 

— 

+ 

— 

— 

+ 

— 

+ 

+ 

Pour 0 

0 

' R 

0 

00 

R 

00 

0 

R 

ICO 

R 

0 

00 

0 

. 00 

R 

R 

0 

aoo 

0 

— R 

0 

00 

— R 

00 

aR 

R 

3 oo 

-R 

0 

00 

0 

00 

— R 

R 

aR 

• 
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Le second tableau montre que le'rinu» et le cosinus ns 
varient que de zéro à R ; que la tangente et la cotangente 
•varient de zéro à l’iuGni ; que la sécmite et la cosécante varient 
^e R à l’infini , et que les siaus et cosinus verses varient de zéro 
à aR. 


Eta/it 'données trois des si^ chose*. , savoir ; les trois côtés et 
les trofs angles , la Trigonométrie a pour objet de faire dé- 
couvrir les trois autres. ILn ’7 a donc qu’à former entre Jes 
trois données et les trois inconnues , trois équations , et déduire 
^e ces équations celles des inconnues qu’on veut avoir , en éU- 
-ininant les deux autres. < , 


Pour obtenir ces trois équations , nous partirons tlo quelques 
propriétés connues du triangle, par exemple, de celle-ci'; 
que chacun des c6tés est égal à la somme de-chacun des deux 
autres côtés , multiplié par le cosinus de l'angle qu’il forme 
avec le premier. 

^ Soit , en effet ,’un triangle ABC dont les angles soient A , B 
’et C , et les côtés opposés a, b , c : en abaissant de chacUn 
des angles une perpendiculaire sur le côté opposé , on aura, «i 
supposant le rayon égal à l’unité , 

: ] a z= b cos C -f- c cos B 

; - b a cos C + c eos A 

c c= a ops B + i cos A 

• Supposons que connaissant les trois côtés , on veuille trouver 
l’aille A : pour cela, on multipliera la première des trois 
équations pat a, la seconde par b et la troisième par c , et 

I on retranchera le premier produit de la *)mme des deux autres, 

• ce qui donnera 

' 6* -j- — ■ «* = aie . CO 8 A > • • ' 



d’oA o* déduit 

1 ' 
r 

'forn^ule connue. 


cosA = , 
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J’ QU, ve»t avoir bîh A , on xemplaceM dans cetta der- 
nière relation cos A par \/ 1 — sin* A , et , après lej réduc- 
tions , on trouvera' • ' ^ 


8in A=— ^ ac*c* •4“ (<r* -4* M-f- c^)." 

£i, pour abréger,. on représente le radical f»x k, on aura 


sin A = 


’• uhci 


de même . 


isin ,B ns 


sin C = 


aacl 

k 


(N) 


en observaat que* k ee cpdipoee d’uns mauidre symétrise des 
trois côtés a , 6 et c. , 

En divisaat la première des équations (N) par la seconde , et 
Je seconde par la troisième , on trpuye 

sin A a sin B b - 

sin B 6 * sin C ç * 

d’où résulte 

sin A ; sin B sin C a ; i : c ; , 


ce qoi est.le pônçipe connu de la proportionnalité des sinus des 
angles aux côtés opposés- . 

Si dans la première des équations (M) , savoir , 

a=f b cps C 4- c oos B , 

on substitue ces valeurs 

, sin B sin C 

; > ^ ü. SS Q ■!' ■ I P C SS O V \ ' 

sin A sm A * 

tiréerf de (N) , il viendra 

sin Aa= sin B cos C -f- sin C cosB. ' 


T 
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Mais comme l’angle A est le supplément de B C / on aurar 

. . . . ' i , ' ' , 

‘ ■ ^ sin A = sin (B -j- C ) , 

donc 

JT” sin (B + C) =-sin B cos C + sin C cos B (O), , ,, 

théorème fondamental dans la Trigonométrie. Lorsque l'arc C 
est négatif, sin C devient négatif et'cds G ne change pas de 

signe ; donc » . 

» — * 

sin ( B — C ) = sin B cos C ~ sin C cos B (P). 

Soient C' le complément de C , et ^ le quart de la circon- 
férence : on aura i' — > 

** 

' C'= — — -G, sinC'=«osC,- cosG'=sinC; ^ 

3 

•r ■ . . . - , .J 

3 > , “:1~ lin (B — G' ) = sin B cos C' — sin G' cos. B; - 

donc , par la substitution des valeurs précédentes de' sin C' 
et cos G', . i 

sin ( B — G' ) = sin B sin G — cos G cos B , , 

' . I, i> 

et, à cause de ' ■ • ' i . ‘ / 

sin ( B — G' ) = sm (b — g) = sih (b + G — ^ 

==:_,sin(-^— (B + G)^ = — cos(B-f-G), >< 

il viendra , après la substitution et le changement des signes , 
cos (B -f- G)= cos B cos G — sin B sin C. . . .(Q) ; 
Gette relation en y faisant l’arc G négatif, donnera celle-ci 
cos (B — G) = cos B cos G -}- sin B sin G.-. . . .(R), 

' C’est sur ces quatre formules (O) , (P), (Q) , (R) qu’est 


« 
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établie , comme on le sait , toute la théorie des quantités 
angulaires. 

Des formules (O) et (Q) ,'on déduit 

sin ( B -f- C ) sin B cos C -f- sin C coi B 

cos ( B -f- C ) cos B cos C — sin B sin C * 

divisant haut et bas par le produit cos B cos C et observant que 
sin 

— = tans , on trouvera 
cos ^ ’ 


8in'(B + C) 
cos (B+C) 


tang (B + C) = 


ta ng B + tang C 
1 — tang B tang C' 


Soit A+B+C=w,w étant la demi-circonférence , 
alors 


tang A = — tang ( B + C ) 

tang B + tang C tang B + tang C 

1 — tang B tangC tang B tang C — i * 


égalité qui donne ce résultat curieux 

tang A + tang B +tang C = tang A tang B tang C. . .(S), 

et duquel on conclut qu’il existe une inCnité de systèmes da 
trois nombres dont la tomme est égale au produit, puisque, 
la relation précédente a lieu pour A+B+C=w,=3ir, 
= 55 t, etc. 

Si on ne connaît que les trois angles d’un triangle, on" ne 
peut déterminer que les rapports entre les côtés. 

Soient c , c', c* les (côtés d'un triangle , et C , C', C" les 
angles opposés à ces côtés : on a ces formules (pag. 248 ) 


os C: 


c“*-h < 


acV 

' cos c* 


- , cos C' : 
c'* + c* — 


. c** + c* ■ 


2C*C 


■c'*’ 
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on déduit de la troisième 

\ 

' c"* =:= c* + — acc' cos C" (a) , 

de la seconde 

t'* = c* + c"* — acc' cos (y ( 6 ) , 

et de la première 

c* = c^* -f- c"* — ac^c' cos C. . . . . . (f). 

De ces trois équations , on en conclura trois autres du pre- 
mier degré , en ajoutant la piemièrè à la seconde , la première^ 
à la troisième , et la seconde à la troisième *, puis divisant la 
première somme par ac , la seconde par ic', et la troisième 
par ac". Ces équations sont les suivantes : 

c — c' cos C" — c" cos = O , </ — c cos C' — c" cos C =:o , 

c* ~ c cos C' — c' cos C =: O. 

c' c" , 

Qu’on pose —= p , —= q , on pourra déterminer , an 

jnoyen de deux de ces équations , les rapports p et q entre les 
côtés. La substitution faite de ces valeurs 'daas la troisième ^ 
ou dans celle qu’on n'aUra pas employée , donnera cette équa-* 
tion de relation entre les cosinus des trois angles 

I _ cos*C" — cos“G' — cos^C — a cos C" cos C' cos C = o. 

Si l’on fait passer a cos C" cos C cos C dans le Second membre, 
et qu'on ajoute de part et d’autre cos'C oos‘C", on aura cette 
équation 

1 —cos’C' — cos’C + cos’C' cos’C = (cos C' -f-cos C cosC")*, 

. • .1 

qu’on transforme dans la suivante 

sin’C'— 1 siri’C + ( i — * sîn'C*) ’( i — «in’C ) 

= ( cos C' + cos C cos C" )’ ; 
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fiFectuant les opérations et les réductions , on parvient à 

— cos C'= cos C cos C" — sin C sin C* = cos ( C + C*) , * 

relation qui a effectivement lieu, puisqu’on a dans tout triangle 
... C + e' + C"=:aoo». •. 

De ces trois relations démontrées 

sin (B — C) = sin B cos C — sin C cos B- 
sin ( C — A) = sin C cos A — sin A cos C 
sin (A — B ) = sin A cos B — sin B cos A , 

' * » , • i 

on déduit , après avoir multiplié la première par sin A , la 
seconde par sin B , et la troisième par sin C et ajouté lés 
produits 

0 

sin A sin (B — C)-f-sin B sin (C — A)-|-sin C sin (A — B) = o (T) , 

on trouverait de même - ; 

cos A sin (B — C)-f-«os Bsin (C— A)*fco* C sin (A^B) = o (ü) . 

Ces propriétés ayant lieu pour trois angles quelconques 
convicnaent également a«x trois angles d’un trjangle. 

Si l’on multiplie , l’une par l'autre , les relations (O) et (P) et 
qu’on réduise , on trouvera , ^ 

sin ( B + CJ) X sin (^B — C) — sin’B — sin* C 
=r ( sin B + sin C) (sin B — sin C) , , 

. t 

les relations (Q) et (R) donneront 

cos (B -f- C) X cos (B — C) = cos*B — sin* C 
= (cos B -4-"sin €} (Cos B— sifc G) ; - - > 

t on à donc ces deux propriétés . 

tin (B-f-C) ; sin B+sin CXsin B— -sin-G,; sin (B — C). . .(V) 
cosB-f-sin C:;ços B— sinC l cos (B— C). . -(X). 
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Soit une térie d’angles a, b ,c p : on a , d’après ce qui 

précède , 

sin ( a -j- £ ) sin (a — i ) = sin*a — sin'i 
ain (à -f- c) sin ( 6 — c ) = sin”6 — sin*c 
sin ( c + d) sin (c — ■ d) = sb“c — sin*d 


ein (p -f- a) sin (p — a) = sin*p — sin*c ; 

ajoutant toutes ces équations , il reste , après les réductions ; 
la somme des premiers membres , égale à zéro , c’est-à-dire , 

sin (a-|-é) sin (a — b) -)- sip (é+c) sin (&— c)-|- etc. = o. 

Supposons que les angles a, b, c....p forment une pro- 
gression par équi-dilFérences, dont le premier'terme a—o, 
la différence constante = m , et le dernier terme p = 2 t : nous 
aurons 

b — a=zm, c — b t=tm , d— c=^m , etc. , . 

d’où 

û-|-i = a-4-fc = 7n, 6-f-c = Zm , c -\~d~ 5m , etc. 

et conséquemment , après la substitution dans la propriété pré- 
cédente , et la division par le facteur commun — sin , 

sin m -f- sin Zm -f- sin 5m -f- etc. = o . . . . ( Y ) , 

on trouverait aussi 

cos m cos 3m -f- cos 5m -f* etc. = o . . . . ( Z. ). 

Soit k un autre angle quelconque : on aura 

sin ( A -f- m ) = sin à cos m -{- sin m cos k 
sin ( A -j- 3^ ) = sin A cos 3m -f- sin 3m cos k , 
etc. 

Ajoutant et observant que la somme des coelEciéns 4ant de 
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■in k que de cos k , est nulle d'après les formules (Y) et (Z) , 
on aura 

sin (/t+m) -f- ^ + 3m ) -j- sin (/t+ 5m) + etc.r=o, 

et de même* 

• ' ' ' 

cos(/t-f- m) -f-cos -f-3m) -|- cos (fe -J- 5m) -f* etc. = o. 

Si l’on fait k -f- m=q , puis um'—r /ces propriétés se chan- 
ront dans les suivantes 

* 

sin ’q + sin ( <7 -f- r ) + sin ( q + ar) + etc. = o 
cos 9-\- COS (9 + r) + cos ( <7 -f" ) + stc. = 0 , 

î • « 

et enfin , sous les hypothèses q = 
viendront 

■in (/*+r/?)+ 8 ‘n(/ 4 - 2 g),+ sin (/+3g) + etc. r= o...(Y') 
cos (/fg-) -f cos( f-j-ag) -f cos (/-}-3g ) + çtc. = o...(Z'). 

Problème LXXXXI. Si dans une circonftrence u4DCD, etc. 
dont le rayon est R , en inscrit un polygone régulier d'un 
nombre n de. côtés ;'si on décrit' une autre circonférence con- 
centrique d’un rayon r <^R , et qu'on, prenne sur cette cir- 
conférence un point K à volonté , la somme des quarrés des 
distances de ce point à chacun des angles du polygone rtgulier, 
sera n ( R‘-l-r‘J , c’esl-d-dire , constante, quelle que soit la 
position du point K. 

Par O, centre des circonférences, et par K, menons une droite Kig.mg. 
indéfinie et des droites OA, OB, OC, etc. à tous les sommets 
des angles du polygone régulier : nous aurons ( pag. ) 

ÂK = ÔÂ'+ ÔK*— aOA . OK . cos AOK 
BK*= Ôü*+ aOB . OK . cos BOK 

CK =; etc.; • 

»7 


/+ S> ^,=^8’ <^6- " '* 

I ? 
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ajoutant , il viendra 

AK. ^ BK ^ CK •)“ etc. 

= nR* + nr* — aRr( cos AOK + cos BOK etc. ). 

Or en faisant l’angle an centre du polygone régulier ~ g , 
et l’angle FOK=y’, on aura" 

• ( cos AOK -f- cos BOK. + etc. ) 

= cos (/+ g) + cos (/•4- ag ) + etc. == O ; 
donc , 

ÂK + BÎT + Ck’ 4- etc. 3= nR* 4- nr^ = n ( R* 4- r-). 

Fig-aSp. La proposition suivante , démontrée ( Géom. , Lîv. ^III, 
Prob. XXMfllJ ) , renferme encore toute la théorie des quan- 
tités angulaires. ^ 

Dans tout quadrilatère inscrit au cercle, le produit des deux 
diagonales est égal à la somiAe des produits des côtés op- 
posés. ^ 

On a donc 

. BC . AD = AB . DC -4 AG . BD. 

Or soient 

arc AB ne aa , arc AC zszab, arc CD %c , 

• • 

arc DB = a ^aw — (a4*^4"C)3» 

sr désignant le quart de la circonférence dans le cercle dont 
le diamètre est = i , et qui est celui qu’on considère : 'on a 
(pag. i5o*, Lem. I“) 

AB=sina, AC = sin&, CD = sin c 

DB = sin (a+é+c) , BC =sin (a-f-è) , AD= »n (6+c) ; 

substituant ces valeurs dans la relation précédente , on trouve 

» 

ein (a+é) X sin (é+c) = sin a . sin c 4 h . sin (a4^*|'0 * 
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formule qui aura Iteu , quelles que soient les râleurs des angles 
a , b et c. 

Supposons, par exemple, b -f-c=T : on aura donc 

sin (6 -f- c ) = 1 , sin.c = cos b , 
sin (a + 6 + c) = sin (w-f-a) = cos o ; 

donc la formule précédente deviendra 

fin (oi+6) = sbacos + ôn é cos a. * 
Supposons b-=zv -J nous aurons 
iiné=i, sin ( a-f-6) = cos a , sin (i + c) =cos c , 

sin (a+ i -f- c) — cos (a -f- c)^ . 

donc la même formule deviendra 

eoe (a •>)- = cas a cos c — * sia a sin c. 

De ces deux formules on dédint , en changeant c en — c , 

sin (a — fr)-= sili a cos b — sin A cos a 
eos (a — c ) — cos a cos c -f- sin a sin c. 

Supposons £ = — a , nous aurons 

sin c = — sin a , sin ( A + c ) — sm ( ô — a ) , 
sin (^a A -f- c) =s sin A ; 

donc la même formule deviendra 

fin ( A a ) X siâ ( A — « ) sin*A -*• sin*a. 

Soit c = w .w- a , d’où 

sin c = cos a, sin(A + cJ = cos ( a — A ) , 
siu (a b -f- e) =: cos A , 
et 

sia(a+ X cos (a-x A)'=Baa .cos a-f- «bA . cos V 
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Problème LXXXXII. Tracer une Jigute qui' représente les 
principaux rapports existons entre les sinus et cosinus de deux 
angles proposés , les sinus et cosinus tant de leur somme que de 
leur différence. 

Soient m et n les deux angles proposés, supposés chacun , 
ainsi que leur somme , moindre que la quart de la circonfé- 
rence. Soit de plus m « et nommons w l'angle droit. 

* Traçons à volonté une droite AD; faisons d’un côté de cette 
droite l’angle BAD= m , et de l’autre l’angle CAD = n. Par 
rig.aSi. un point E pris à volonté sur AD , menons BC qui lui soit 
perpendiculaire ; inscrivons le triangle ABC dans un cercle 
dont le diamètre sera pris pour unité ; menons enl'.n les deux 
cordes BD,*CD et prenons EF =CE, EH=DE. Il s’agit 
de prouver qu’on aura .... 

AB=cos/ii AC=cosi 7 », BD=sin'm,' CD = sin n. 

BC p= sin ( 771 + n ) = sin m cos n ^-sian cos m 
AD = C08 ( 7 n— 71 ) = co^TTi.cos p + sin tti sin n. 

BF ou BE — EC= sin,(77i7— Tl) = sin 771 cos 71 — sin 7t cos 7n. 
AH ou AE-— DE = cos (m-f-7i)^ = cos m cos n — sin m sin n. 
BE = 4 sin ( 771 + 71 ) -}-; i sin ( m — ti ) = sin tti cos n 

CE = 5 sin ^ 771 -f- n") i sin, ( 771 — ti) = sin n cos m 

AE z= J cos ( 7n — 71 ) 5 cos (m -f- n j = cos m cos n 

DE = 5 cos (m — 71 ) — i Cos ( m -j- n ) = sin tti sin n. ' 

ADx AH=cos(/n — n)cos(7n-f“'î)=cî)s*77i — siii^n :=cos*/i — sin* 77 i 
BCX BF r=sin (rn+n) sin (m — 7i)= sin“77i— siii’*/i=cos*/i— cos'tt» 

, ■ AB >-f- DC =? sin“7i -f- cos‘n — i 
AC -f- BD = sin“77i -f- cos’/n =: i 

ÂËV BË’ 4 - Cl"+ DË' = 1. 

E& eCfet, le diamètre étant représenté par i , chacun des angles 
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qui ont leur sommet à la circonférence, a (pag. i 5 o, lem. I"") 
pour sinus la corde sur laquelle il est appuyé.. Donc d'abord 

BD = sin m , , CD = sin n. ' 

* • 

De plus , chacun des angles BEA , CEA étant droit par cons- 
tructiorf, l’angle ABC est complément de 7», et ACB com- 
plément de n ; ensorte que ' ' 


AB = (»s n , AC =3 cos m , 


et , par la même raison , BAC étant m -f- >> > * 

' * . 

BC = sin (m + n). 

L’angle ABD=sABC+CBD ; or ABC ou son égal ABE=7 t — m 
et CBD = n ; donc, ABD est t — m -}- n ou le complément 
de m — n ; et conséquemment 


AD = cos ( m — n ) . 

Menons la droite AT prolongée jufqu’à la circonférence en 
G et tirons BG : puisque , par construction , EF=:EC , on. aura 


GAD == DAC = n ; 


donc 


BAG 3 = 771 — n et BG = sin (tti — n) : 

( 

or le triangle BGF étant isosoèle , parce que l’angle BFG 
= AFC = ACB 3= FGB , on a BF 3= BG ; donc 

BF 33 sin (771 — Tl). 

On prouvera de même que 

• . AH = cos ( m + ” )• 


La somme des deux segmens BE CE 3= BC = sin (m -f- 
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et leur dilTérenoe BE — CE = BE— CF BF =s ain (jn—n). 
Dcmc le plus grand aegment 

BE = 3 ^sin(nt-^n)-f- 2 ’’ûi (n* — n ) , 

et le plus petit 

« 

CE^^siji(m-f- n) — "i sin (m— -n). 

On trouvera de la même manière que , . 

AE = ï cos ( m — » ) + ï cos ( 7» -}- is ‘ 

DE = i cos (m — 7 t) — * ï cos ( m -f- n). 

Puisque BC=:BE+ CE , BF =BE— CE, on aura 

BC X BF = BË — CE*; 
mais le triangle rectangle ABE donne 

ÂB*— ÂË*, 

et le triangle AGE , aussi rectangle , donne 
CË*= AC* — ' AE*; 

donc 

BCxBF— AB —AC =cos’/i — cos®m=sin(/n-|-n) sin (m— n) 
==ain*m— sin'n. 

On trouvera de même , 

AD X AH = cos’m — sin*n = cos ( m — n ) cos ( m + n) 
= cos*rt — sin*m. 

L’angle AEB est droit , et d>!ailleurs il a pour mesure la moi- 
tié de la somme des arcs AMB-f-CD ; donc l’arc AMB-}- CD est 
la moitié de là circonférence; donc la somme des quarrés 
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des deux coidee AB , DC est égale au quarré du diamètre ; 
donc 

AB -f. DC — 8in*n + cos*n = i 

•t pareillement 

—1 — * 

AC + = 8in*m-f- cos*m= i. 

Puisque le triangle rectangle ABE donne AB = A£ -f* BE , 

et le triangle DCE , aussi rectanÿe , donne DC as CE + DE, 
on aura par l’addition 

ÂB* + ÔC ’= i = Â£*+ BË + CË‘4- ÔÊ* 

D'un autre côté , le triangle rectangle AEB dftnne 


donc 


AB ou C 08 n : B£ :: i ; sin 
BE = sin m cos n , 


et de même on trouvera 

CE = sii^ n C08 Ê, 

AE = cos m cos n 
DE = sin m sin n. 

Enfin ajoutant ensemble les deux premières de ces égalités i 
on a 


BE -f CÊ = BC=:Sin(m-4-t*) — *i® mcosn'f-smncosnt, 

et retranchant la seconde de la première , on trouve 

BE — CE = BF = sin(m — n ) =sin m cos n — sin n cos m; 

si l’on ajoute la troisième à la quatrième, il vient 

AE + DE = ADr=cos (m— «) = cos mcosn-f-sin msinn^ 

et si l’on retranche au contraire la quatrième de la troisième , 
on a > 

A£— DE s AH = cos (m rai cosm cos n — nn m sin n> 
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Nous retrouvons donc encore de cette manière les formule* 
fondamentales de la Trigonométrie. 

Yoycz encore , sur ce point , l’ouvrage de M. Carnot j ayant 
pour titre : De la Corrélation des figures de Géométrie. 

Problème LXXXXIII. Connaissant trois des einq parties 
d'un triangle , construire géométriquement le triangle. 

t 

. ' Comme dans un triangle , le troisième angle est connu lorS'- - 
qu’on connaît les deux autres , il s’ensuit qu’on n’a réelle- 
iiient à considérer que cinq parties , savoir , deux angles et ' 
trois côté*. • 

On observer^ que si le triangle à construire fit rectangle , la 
connaissance de deux parties sullit. 

Si l’on désigne les angles par A , B , C , et les côtés oppo- 
sés par a , b , c , il faudra construire, i®. /e triangle ABC rec- 
tangle en B , connaissant , 

I®. a et c , c’est-à-dlr^ les deux côtés de P angle droit ; 


2 °. b et a l'hypoténuse et un coté de Vangle 

droit ; 

3’. i et A l'hypoténuse et un angle aigu; 

4®. A et c un angle aigu et le 'côté de l'angle 

droit , adjacent à cet angle aigu ; 

5°, A et a un angle aigu et le côté de l'angle 

. droit opposé à cet angle aigu. 


2 ®. Le triangle obliquangle , connaissant , 

1 °. A, C, c’est-à-dire, deux angles et le côté compris } 


2 ®. A, C, c — , . . . deux angles et le côté opposé à l'un 

• . • d’eux ; 

5°, a , c , A-. <fiux côtés et l'angle opposé à P un 

cT eux ; 

4°. O , b , C deux côtés et l'angle compris j 

5®. a , b , c les trois côtés. ^ < 
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' Il ne peut j avoir lieu à diHlcuItés qu’à l’égard de cette ques- 
tion ; Connaisiant^eux cotés a , c et l'angle A opposé à l’un 
d'eux , construire le triangle. On mènera deux lignes indéGnies 
XZ , AY sous l’angle connu YAZ ; on portera c de A en B ; on l'ig.aàa. 
décrira de B * comme centre , avec le rayon a , un arc ; lors- 
que cet arc coupera la ligneaindéGnie XZ , le triangle sera 
construit. Mais les gr<indeurs relatives des données a , c et A 
oITrenf des circonstancesnju'il importe d’analyser. 

J" cas. L’angle A est aigu et égal à l’angle BAZ : si du point 
B on mène sur XZ la perpendiculaire BP , on peut avoir l’un* 
de ces relations : 

' i®.a<^c 2^. a<^c 3®.a<^c ^*.a=c 5°. a>c 

a<BP " û=BP c>BP c>BP . a>BP. 

« 

Sous la première , le triangle est impossible ; sous la seconde , 
le triangle est rectangle ; tou? la troisième , on a les deux 
triangles ABC , ABC' , et l’angle AC'fl a pour supplément 
l’angle BC'C ou son égal BCA ; sous la quatrième , on a la 
triangle isoscèle ABC" , et sous la cinquième , on ne peut 
av(Ur que le triangle BAC*, le seu^ qui contienne l’angle 
aigu A. * . , 

II' cas. L’angle A est obtus et égal à BAX ; alors l’angle 
inconnu C est nécessairement. aigu , et on doit avoir A >C, 
et conséquemment le côté a opposé à l’angle connu A , doit 
être plus grand que le côté c ; autrement le triangle ne pour- 
rait exister. On voit facilement qu’alorsle triangle BAQ est le 
.seul possible. * 

Généralement on peut construire un triangle , lorsqu’on con- 
naît trois relations exprimées d'une manière quelconque entra 
les angles et les côtés : on en a vu des exemples (Probl. VI, 

VII XI de oe Recueil ). 

Ainsi les Elèves pourront s’exercer à la résolution des ques- 
tions suivantes ; 
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Construire un triangle , connaissant deux côtés et la Ugnë 
qui divise V angle eompris en deux parties égales. 

Construire un triangle, connaissant deux côtés’ et la ligne 
qui , partant du sommet de l’angle compris par les côtés don- 
nés , divise le troisième côté en parties qui soient m : n. * 

Construire un triangle , connaissant un angle, un desjcôtés 
adjacens , et la somme ou la différence des deux autres 
côtés. 

Construire un triangle, connaissant sa base , la somme 
et la différence Ù* des quarrés des deux autres cotés. 

Construire un triangle, connaissant sa base, sa surface et 
T angle au sommet. 

Construire un triangle , connaissaM sa base , t angle au som^ 
met et le rapport min des deux autres côtés. 

Construire un triangle,, connaissant un angle, lasfirnmedes 
eôtés qui le comprennent , et la perpendiculaire menée du somn 
met de Fangle connu sur le côté opposé. . 

Construire un triangles, connaissant un côté , un des angles 
adjacens et la perpendiculaire meilée du sommet de cet angle 
sur le côté opposé. 

Construire un triangle , connaissant sa surface et deux de 
ses angles. 

Corutruire un triangle rectangle , conmaissant la perpendicu- 
laire menée du sommet de P angle droit sur F hypoténuse , et la 
différence des côtés de l'anglf droit. 

Problème LXXXXIV. Démontrer géométriquement la 
formule 

S = /p(p — a) (p — b) Cp — c), 

S étant la surface d'un triangle quelconque, a, b, c ses 
côtés et P la demi-somme de ces côtés. 
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Soit ABC le tfiangle proposé ; si l’on tire les droites AO, rig.a33i 
BG gui divisent également les angles BAC, ABC.etguedu 
point O où ces droites se coupent , on mène des perpendi- 
culaires OP, OP', OP* sur les côtés du triangle, on aura 
OP. = OP' = OP", BP = BP*, CP'=CP*, AP = AP'. 

Après avoir prolongé les côtés BA , BC , si l’on prend 

AD = CF=CP", 

et qu’ayant mené par D une perpendiculaire sur BD, terminé* . 
en K par la ligne BO prolongée , oh fasse 

CM=CN=DR=AP'=AP, d’où AM=CP'=CP*=da>, 


et qu’on tire les droites KN, KC, KM, KA, KR et CO,* 
on aura 

S = surf OBC + surf OBA -f- surf’OAC • 

= i BC X OP" -f- i BA XOP. + i AC X OB', 
ou • " 

S — = opxp. 

Or ' " * ^ 

2p= AB + AC-J-BC= (BP+P A)+(AP'+P'C)+(BP'+P"C) 
= (BP+BP*) +(AP+AP') + (CP'+CP*) 

= a(BP+AP+CF) = o<BP+AP+AD) = aBD ; 

donc 

P =3 BD et S = OP X BD. 

Les triangles semblables BPO, BDK donnent 

BP : PO :: bd : dkj 
mais . * 

BD*: BD :: PO : po-, 

donc 

BP X BD : PO X bd : : BD X PO : DK X PO , 
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et consé^emment * 

BPxBD:S::S:DKxPO, d’où S*=BDxBPxDKxPO. 
Or 

BN=BP"+CP'+ CN = BP + AD+AP = BD; ' 

donc les triangles BKN, BK.D* sont égaux, en observant que 
la ligne BK divise également l’angle DBN : ainsi l’angle 
KNB est droit comme l’angle KDB , et KN = KD ; mais 
CN=:DR, par construction; donc les deux triangles rec- 
tangles KNC , KDR sont égaux, et conséquemment KC=KR ; 
d’ailleurs 

AC = AF+ FC = DR + AD z= AR; 

donc les triangles KAC, KAR sont égaux, d’où l’on con- 
clut l’égalité des angles KCA, KRA ou des angles KCM, 
KRD : or DR =MC , KR = KC ; donc les triangles KRD , 
KCM sont égaux , et conséquemment l’angle CMK est droit 
comme étant égal à KDR , et de plus KM = KD : ainsi les 
triangles rectangles K AM, KAD sont égaux, et conséquem- 
ment les angles AKM , AKE4,le sont aussi. Dans le quadrila- 
tère ADK3i , les angles en D et M étant droits , on a 
MAD - 4 - DKM = 3 angles droits MAD -)- MAB ; donc 
DKM =; i MAB ou DKA = PAO : les triangles rectangles 
KDA, APO sont donc semblables, et on en tire 

PO : PA :: da : dk , d'où PO x dk = pa x daj 

la valeur de S* devient donc 

= BD X BP X PA X DA ; 

mais BD=p et PD = PA -f- AD = AP'i-f- CF = AC=ù; 
BP -H AD = BP’ 4 - CP" = BC = a.; donc 

BD=p, AD=BD— AB=p-c, Br=BD— PD=p— ù; 
AP = BD — (BP-f AD) =p — a. 
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«t enfin 

• . 

S^=p(p—b)(j) — c^(j}—à), d’où S=\/pÇp—a){p—b)(p — c). 

Ce problème est un des plus utiles de la Géométrie pratique , 
puisqu’il fournit le moyen d’évaluer l’aire d’un polygone quel- 
conque , sans employer d'autre instrument qu’une chaîne mé>^ 
trique ou le piètre lui-même } car en mesurant les trois côtés 
de chacun des triangles dans lesquels le polygone est décom- 
posable , ^ formule précédente ti^uve immédiatement son 
application. Cependant cette méthode est beaucoup plus longue 
que celle que nous exposerons bientôt. On tire encore de la 
formule précédente , la démonstration du théorème qui suit. 

Théorème LXIV. •Parmi tous les triangles de même base 
et de même périmètre , celui qui renferme la plus grande 
surface est le triangle dans lequel lef deux côtés variables 
sont égaux. 

En elTet, si l’on désigne la base par aé, la somme des 
deux autres côtés par am , le périmètre par ap et la sur- 
face par S, et qu’on représente l’un des côtés variables pajr 
771 -f- Z, l’autre sera m — z, on aCra donc ap = 3m-(-a6. » 

Ces substitutions, faites dans la formule précédente, don- . ' 
nerônt 

S = é)(6-ps)C*— i) = v/C'n— z“). 

Or les quantités m et b étant constantes, la surface du 
triangle sera d’autant plus grande que la quantité z sera ' 
plus petite , et le maximum de S correspondra au minimum 
de z, c’est-à-dirè.à.’ * — O. Donc, etc. 


Digitizcd by CoogI 


THÉORÈMES 


sSS 

Construction des Tables des sinuf, tangentes et des 
logarithmes de ces lignes. 

La construction des Tables trigonométriques n’est pas étran- 
gère à l’intention de cet ouvrage , puisqu’elle fait partie de 
la Trigonométrie dont elle est même une des questions les plus 
importantes; cependant je me serais dispensé d’ajouter à ce 
qu’a dit M. Legendre sous ce titre , si je n’eusse trouvé dans 
le travail fait au bureau du Cadastre , et auquel cet illustre 
Géomètre a si puissamment contribué , tons les matériaux d’une 
doctrine complète sur cette matière ; j’ai aussi ‘ccmsulté l’ou- 
Trage notable de M. Lacroix , qui a pour titre : Traité des 
Différences et des Suites. Ce chapitre sbppose la connaissance 
de plusieurs séries dont on trouvera l'analyse développée dans la 
seconde section de mon Algèbre , ainsi que tout ce qui est re- 
latif à la formation des Tables des logarithmes des Nombres , 
dont il ne pouvait être question ici. 

Quant à la division sexagésimale du cercle , qui est l’an- 
cienne , nous nous contenterons de faire connaître les for- 

' » 

mules des sinus des arcs de trois en trois degrés , calculées sur 
le rayon égal à l'anité. 

iin O® = O _ 

■in 3®= Î^^V(5+i/5) 

^ 1 

lin 6* = — g(l/5-fO + V^(5— 1/5) 

^(V^5+0-;^V/C5-V’5> 

. «n 11 * = - V^(5+l/5) 

‘5® =x ^ (1/3-0 
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sin 18” =3 


sin ai* = 
•in s4* = 
•in ay* = 
•in 5o* = 
•in 33* = 
•in £56* z= 
•in 3g* =3 
•in 4^* = 
•in 45* = 
•in 48* = 
•in 5i* = 
•in 54* s= 
•in 57* = • 
•in 6o* 3= 
•ia 63* sas 
«a 66* sm 


ET PROBLÈMES. 


a6g 


^(V/5+i)-^t/(5^V/5) 


a 

l/3+i 


(»^5-i) |/(5+V/5) 


8 \/a ■> S” 

v'cs-v/s) 

i/(5+i) - v/(5-v/5) 

g (t/5— 1 ) t/(5+l/5) 

1 

t/a- • 

•Çt/CS-O + ^t/CS+f'S) 

(t/5+i) + V/(5-t/5) 


Sy'a 


8 


^ (»^5+i) 

1 ) + |/(5+t/5) 

i2 , 

a 


^ ( 1 / 5—0 + *- 1 /( 5 +|/ 5 ) 
I (|/5+x) V^(5 — K5) 
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,m Ss- 4 V/(5-v/5) 

,«n 7a» = ^ 1/ (5+V/5) 

"“75"= ^CV/3+0 

cia 78* = g (\/5— 1) + V'(5+V''5) 

lin 81® = (V^5+i) + ^ — V^5) 

•in 84' = (1/5+0 + ^ l/(5-v/5) 

“» 87- = Cl/5-0 t ^ t^P+,/5) 

sin go* =1. . 

On connaît déjà en parties du rayon , dans la division sexa- 
gésimale , les sinus de 3o*, 45“ et 6o“. 

On a 

» 

sin i5“ = sin (45“~3o“) =sin 45“ cos 3o“— sin3o“ cos 45* 
* i— =-^(V'3— 0, 

3V/a .2^/2 2V/2 


et de la formule connue , 


sin A = sin ( 60“ + A ) sin ( So* — A ) , 


0|n déduit - ; . .. . 

sin 75“ = sin 1 35“ — sin ( — 1 5“ > = sin 45“ + sin 1 5“, 

qui sont donnés en partie du rayon. 

Le sin 18“ est le demi-côté du décagone inscrit j or en dési- 
gnant ce côté par a» , on sait qu’on a la proportion 

1 : a* ;; ax : 4 — ax > . .d’où X — sin i8®=* 4 + * V^5. 
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On passe de là à sin 7a“ = côs 18® = i — sin’i8“ 

• • 

ain 54 “ sin ( 7a® 1 8® ) = sin 72° cos 18® — co» 7a® sin 1 8* 

= cos“ ! 8 ° — sin’ 1 8*. . 

EnGn 

ein 3 G° = cos 54 “ = [/ >■ — sLn* 54 “. 

De ces exprcssioni^ ainsi trouvées , on tire toutes^s autres 

au moyen de ces formules démontrées dans la Trigonométrie , 

• 

sin A = sin (Go“-|-A) — sin (Go“ — A) 
sin ( A + B ) = sin A cos B -j- ■cos A sin B 
«in (A — B ) = sin A cos B — cos A sin B.. 

De la table précédenté'on peut déduire, au moyen de la for-, 

mule - ^ , ces Expressions de quelques tangqj^tes 

tang i 5 ® = 2 — \/3 ’ 

ta»5 (•) 

tang 3 G* = 5 — flV/ 5 ) 

tang 54 ®=j/(i 

tang Go“ = v /3 * 

taqg 72“ = i /(5 -h 3|/5) 

. tang 75® = a + f/5. , , 


(*) On a tang i8“ 


, 7v'5-i 


_ 4 


„ . • 3 _ v'S 

; ar , d ou et mut. 

5 *t- \/5 


.... , r /tr 1 • ao — 8>/6 2 

Aipliant haut et bas par 5 — \/5 , il vient r* = ' = f — — d’ou 

*=K- On trOBTera facilement lea antres transfuruiaiions, 

i8 
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La circonférence entière est maintenant divisée en ^oo par- 
ties égales ou £/eg;réi,‘ensorte que 1 « quart de circonférence 
est de 100 degrés ; le degré est partagé en centpaigies égales 
qu’on nomme minutes , et la itiinute elle-même en loo parties 
ou secondes : ainsi le nouveau degré est le centième du quart 
de circonférence , la minute en est le dix-millième , et la se- 
conde le cent-millième. Pour traduire un arc A de la nou- 
velle daas l’ancienne division , il faut fdlte la *proportion 

loo : go a : A' = A. 

Je supposerai connue la formule du développement du sinus 
d’un arc suivant les puissances ascendantes de cet arc, laquelle 
pour le rayon = i , est ( Alg. , a* s^t. ) 


sm X ■■ 


Æ— - 


JC® 


1.2.3 ~ i^.a.3.4.5 


-•etc. 


.( 1 ). 


Cette série £St encore convergente pdur ± =: i , c’est-à-dire 
pour l’arc égal au rayon : or la demi-circonférence w étant 
= 3,i4i5g aS535 SgygS a , etc. pour le rayon i , on a la 
proportion ' * 


3,i4i5g, etc. ; ir ou •oo® i : a:=63“, 6 G 1977237 , etc : 

on pourra donc , au moyen de la série précédente , calculer en 
parties du rayon l’unité , les sinue des arcs depuis o* jusqu’à 
63® 66 ' dans la circonférence divisée en 4oo parties. 

Pour faciliter l’évaluat^n numérique des sinus , nous po- 
serons 

sin X ~ A — B -j- C — D -|- E — F -j- etc. . . .( 2 ) , 

• t 

et le rapprochement des développemens (i) et (a) donnera 

A=x, B=A»|A, C=A*^ B, D=A»^C , E=A®y;D, etc; 

* 

11 sulTira donc de calculer æ* ou A* qui sera un facteur 
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constadt dans les termes successifs : mais d’abord il convient 
de reconnaître la loi des dénominateurs 6 , 20 , 4^ , 72 , etc. 
A cet effet , qu’on les écrive verticalement , et qu’on en 
prenne sur le fait les différences , puis les différences entre 
ces différences, ainsi qu’on le voit dansje tableau ci-dessous , 


Nombres. 

bilf. i*«*. 

Diff. 2""". 

G 

20 

4 a 

72 
1 19 
i5G , 
210 
etc. 

14. 

• 22 
. 3o 
38 
46 

54 

etc. 

' 

8 

8 

8 

8 

• 8 
etc. 

m. 


et on reconnaîtra que ces dénominateurs jouissent de la pro- 
priété de donner des différences secondes Constantes, ensorte 
que par des additions , on pourra prolonger indéfiniment la 
colonne de ces diviseurs. En ajoutant , par exemple, 8 à 54 , 
on obtient Ga , différence première qiii, ajoutée à aïo, donne 
272 , diviseur qui suit immédiatement 2 lo « 

Qu’il s’agisse maintenant d’avoir avec neuf décimales exactes, 
le sinus de ^ tt, qu’on sait être = ^ rayon : on prendra l’arc i t 
avec dix décimales, et on dh formera le quarré, en faisant la 
multiplication sous la condition de ne retenir que dix décimalea 
dans chacun des produits partiels , ainsi qu’il suit ; . 


. V 
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, * 

VTT = 0,523598775s 
0,523598775s 

0,2617993878 ■* 

• I * 104719755 

• 15707963 

. 3617994 
471339 . 

41888 

ij;. . 3665 

367 
.. 2S 

5 

| 0,2741556778 ‘ ■ 

c&SHÎte le$ multiples de ( J, TT )“ qui sont 

= 0,2741556778 
2.(i J)» = 0,54831 13566 
= 0,8224670334 

4-(i”')* = 1,0966227112 
5 . (I = 1,3707783890 , 

= 1,6449340668 
7 - G'^y = 1.91.90697446 

• 8. ff)-* = 2,19^454223 

= 2,4674011002. ^ 

Au moyen de cette table auxiliaire , on conclura aisément le* 
termes successifs A , B , C , D , E , etc. , qui seront 


A 0,5235987766 

C = 0,0003279632 
E == 0,0000000082 

• 

— B = 0,0239245962' 

— D = 0,0000021407 

+ 0,6239267370 

— 0,0239267369 

entorte qu'aprèa la soustraction on trouve 

•in ^ 9T = ( 

o, 5 ooooooooi ; 
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résultat exact dans les neuf premières déoimales. 

Le sinus de i' calculé par cette série est 

sin i' = o,oooi5 7079S 5ao33 5a556 SaiSS, etc. ; 

d'ailleurs on a 

arc 1' = o,oooi5 7079G 3a6, etc.' 

Comme ces résultats s'accordent dans les douze premières dé- 
* cimales , on conclut avec certitude que de zéro à i\qui est j , 
du quart de circonférence , on peut prendre les arcs pour les 
sinus , sous l’approximation de douze décimales ; conséquem- 
ment il sera permis de regarder çomme connus sin 5o" et 
sin 5" et les multiples 1, a* 3.?. ..9 de (a sih5o")'et 
(•a sin 5*)* dont nous allons avoir besoin et qu’on prépa- . 
rera d’avance. 

Reprenons la formule connue ** 

■ s 

sin ( X -f- ) =: sin X cos a -f* sin a cos x, 

et retranchons-en de part et d’autre sin x : nous aurons pour 
différence 

sin ( X -f- c) •— sin X ~ sin x cos a + sin a cos x — sin x 
, = cos X sin a — sin X ( 1 — cos a ) ; 

mais 1 — cos a = a sin* j a ; donc 

’ sin (x-f-a) — sin x = sin a cosx — a sin* sinx (3). 

On trouverait de même ' 

» 

sin X — sin (x — a), = sin a cosx + a 8in*i a sin x (4). 

* 

Retranchant (4) de (3) , puis dégageant sin (x + n), on 
parvient à la formule 

sin(x-f-o) = sinx+ Csinx — sin (x— a)] — (a sin g o)*sinx. 


Digitized by Google 



276 THÉORÈME^S 

laquelle , par la substitntion de x a pour x , devient 

sin (x 4- = 8in (x -+• û) + + 

— ( 3 sin 5 a)* sin (x + û) (5). 

SU pour X on écrit x — 1', puis x— 10" dans la for- 
mule ( 5 ) , et si de plus on y fait a= 1', a= 10", on obtien- 
dra celles-ci 

em(x + i')=s^nx4-[sinx — sin(x-i')3 — (aûn 5o")*siax...(6) 
sin(x4-io")=sinx-f-[^8inx — sin(x-io")]]— (asin5')*sinx...(7) 

La première donnera les sinus depuis l' jusqu’à 1®, en y fai- 
sant successivement x= 1', = a', = 3 ', etc., et on pourra 
vériBer par la série le sinu 9 de 1° qu’on en aura conclu : le 
calcul par la série donne > ^ . 

sîn i* = 0,01670 73173 ii8ao 67676 3 , etc. 

m> * 

La seconde donnera les sinus de 10" en 10" dep«is x' jus- 
qu’à 1°, en y faisant aussi x = 10", ao", 3 o", etc. 

On pourra donc calculer de 10* en 10" les sinus des arcs de 
I* à a®, de a® à 3 ®, et ainsi de suite , lorsqu’on connaîtra ceux 
de 1°, a®, 5 ®, etc. 

Mais lorsqu’on a déjà le sinus de x® et celui de 60', on peut 
en faire dépendre les'sinus de a®, de 3 ®, etc. A cet effet , que 
dans la formule (6) on fasse a = x®, puis x = 0°, = x®, =a®, 

= 3°, etc.*, et on aura les relations suivantes 

« * 

sin a®=_sin x® -f- (sin x®— -sino®) -f- (a sin 60')® sin x® 

sin 3 ® = sin a® + (sin a® — sin x®) -f- (a sin 60')* sin a* 

sin 4 ° ®in 3 ° -f" (<in 3 ° — sin a® ) ~j- (a sm 5 o' )* sin 3 *. 

etc. 

Ayant donc fait le tableau des multiples du facteur constant 
( 2 sin 5o')® par les nombres 1 , a , 3. ... .9 , il ne restera plus 
qu’à effectuer des additions et des soustractiops. En caïcu- 
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lant ces élémens* arec treize décimales , l’erreur , suivant 
M. Delambre , n’irait qu’à o,ooooi 5 *ooooo 06 sur le sin ^TT. 

Passé ce terme , c’est-à-dire , de ÿ v v , les sinus se 
calculeront par la formule * 


sinÇj7r+c)=:sm(^7r— a)+sina; .• 

* ^ 

qu’on déduit des siÛTantes 

sin ( X + a ) = cos a sin x -f- sin a cos x 
sin ( X — a ) = cos a sin x — sin- a cos x ; 

eil retranchant la seconde de la première , et faisant dans la 
dilTérence 

sinjfx a) — sin ( x — a) == a sin o cos x ,* 

X = 5 TT , d’où cos X = j. 

Nous reviendrons encore , par une autre voie , à l’évaluation 
de sin i"î 

On trouve dans la Trigonométrie àt M. Legendre (pag. 347), 
cette équation 

iSx® — aox^ 5 x — m = O , 

dans laquelle x ^représente le sinus dp cinquième de l’arc dont 

le sinus est m. Peur m = 1 , x= sin = sin ao*, et , dàns 

0 

cette hypothèse , l’une des racines de l’équation 
i6x® — *ox® -f* 5 x — 1 = O 


est 1 , et en divisant l’équation par x — 1 , on trouve pour 
quotient 

iGx* + i6x® ■— 4 rr* — 4 r>r + 1 = O : 
le premier membre est le quarré de 4^c® ax — 1 , ensorte 
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que l’équation pricédente devient * • • 

. 4 ^ + 2X — 1 ’= o 7 

d’où 

*l/5 1 

X = sin 20° = = 0,3090 i Ggg^S 74g47,’ 

« * • 
résultat *exàct dan* le* quinze premières décimaîes. La racine 

négative prise positivément, donnerait le smus de 6o°. Con- 
naissant sin 20° et cos 20°, on en déduit ('page citée) 

sin 10° = o,i 5 S 43 44^50 4 ° 23 i 

sin 5 ° = 0,07845 gog57 27848 — 

' ' ' ■ ’ 

le sinus de 1° sera la plus petite racine de l’équation 


iGx* — 20x^ + 5 x — n = O , y- . 

, • 
en y faisant n = sin 5 °. Or en prenant pour première ap- 
proximation de la racine x=sin -i°. la longueur de l’arc 
de 1° qui est, en s’arrêtant aux six premières décimales , 

0,016707, * ' 

nombre que nous représenterons par a, on fer^ , d’après la 
méthode exposée (Alg. , i'* sect.) x = c + x', et l’on trou- 
vera 

, 16a® — 20a® + 5 a — n 

’ 8oâ* — 6oa“ -J* ^ ' * 

et après les substitutions faites des valeurs numériques de a 
et n, on aura " ■ ' • ; . . 

x' = 0,00000 03173 11820,7. 


Comme le premier chiffre signiGcatif est do huitième ordre , 
on voit que les sept premières figures de la valeur de l’arc 
appartiennent au sinus : on aura par .conséquent • 

X = sin 1* = 0,01670 73173 iiSâi. 


« 

« 
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En faisant une opération de plus , c'est-à-dire en subsjituant 
pour a le nombre trouvé , pour x, on trouve que le premier 
chilFre significatif de x" est du seizième ordre ; d’où l'on con- 
clut que la valeur précédente de x est exacte jusqu’au der- 
nier chiffre. 

Passons au calcul des tangentes en parties du rayon : en 
allant de minute en minute , ou de dix en dix millièmes , on 
aura en total dix mille t^gentes , dont on calculera les 5 ooo 
premières en divisant le sinus par le cosinus. On déduira les 
qui suivent , de la formule 

tang -I- = a tang aa -f- tang * 

qu’on obtient en faisant m — — dans celle-ci 

4 ♦ 

• , . . tang m ± tang a 

tang (77i±a) = 2 g — 

f ° 1 tang m . tang a 

qui devient par là 


tangr^±aV. ^ - -^ - " - " - 6 - ° ., 
° \ 4 J 1 qr tang a 


d’où l’on déduit 


, N , /TT , \ 4 tang a 

4 + V (4 - ta4- . = “ 


en observant que tang — = 1. Enfin pour avoir les 600 der-' 

•4 

nières tangentes^ on aura recours à la série 


X* 


ax' 


9.T» 


-etc. 


* _ * ^ 

X 3 3». 5 3L5.7 3L5*.7 3^5.7.9.11' 

qui est très convergente pour les arcs qu’on considère! Si l'on 
suppose , à l’imitation de ce qui a été fait , . 


cot X = B'— C'— sD'— E'— F'— 691 G'— H'— I', etc. , 

K 
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E' 
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ar • T 

^ C' 
X». i D' 


F' = X* . fs E' 

1 » 

G' = X* . -i— F' 

H' = X» , ^ F'.x 

J' _a 361 r TI' 

^ ^ • 357 ^" * . 


On a tiré de F' plutôt que de G' la valeur dè H', pour l’avoir' 
exprimée d’une manière plus simple^ Le produit F^x* est éva- 
lué dans le calcul de G' 


Les tangentes intermédiaires de dix en dix secondes 
calculeront par la formule 



tang X 


sin X 
cosx* 


se 


Ayant ainsi de o à loo degrés , les sinus et tangentes naturels, 
c’est-à-dire évalués en parties du rayon , on est dispensé de 
calculer les cosipus et 'cotangentes. Reste donc à chercher les^ 

logarithmes de ces nombres. 

» 

On a trouvé (Alg. , 2 " sect. ) 


log (t — X*) = — 3 M{ix“-f- jx*-f-ïX®+ etc.}, 

* « * ^ 
daqs laquelle M = 0,43439 44 Si^o 335 i 83765 iisSq, etc. ; 
mais à un arc x très-petit, on peut, ainsi que nous l’avons 
reconnu plus haut par le fait, substituer son sinus (*) : donc , 
dans cette hypothèse , 

1 — XX = 1 — sin*x := Cûs*x ; 

conséquemment 

logcosx = — • M{; sin*x -f-^sin^x -f- ^ sin®x -f- etc.}. . .( 8 ), 
« _ ^ 
série trouvée par M. Delambre , et qui donne les logarithmes 


4s 


(*) Voyez , a* sect. de i’Alg. , une de'monttration de cette proposition. 
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des cosinus des petits arcs , ou ceux des sinus dépares voisins de 
100 degrés. 

La formule connue 


sin ( ï X ï x) = a sin|x cos ; x , d’où sin ÿ x 


sin X , 
acosix* 


donne les logarithmes des sinus des arcs au-dessous de 5o*, 
lorsqu’on connaît ceux des sinus des arcs compris entre 5o° et 
100 ® : reste donc à calculer ces logarithmes. M. Delambre pro- 
pose à cet effet la série 


log sin ( X -f- a) = log sin x -4- aM 
^ ^ L_sin (x -|-a) sin x. 


'sin (x-f-a ) — sin x' 


fpm ( 

iLsin ( 


0 


x-f-fl) -f-sin x_ 
'sin(x-l-a) — sinx~l* , ,rsin(x-f-n) — sinx~}^l 


qui se déduit du développement 
loge « + *) = l 06 »+»M 

en y faisant 7»=8inx, n-|-x = sm(x+c), d’où 
X = sin ( X -f a) — sin x. 


Pour X =5o®, et a = 1 ®, lê log sin 5i® sera donné par nné 
série très-convergente : elle le sera d’autant^lus que l’arc sera 
plus voisin de loo®, parce que la différence sin (x-j-c) — sinx 
va toujours en décroissant , ce dont il est bien facile de s’assurer, 
tandis qu'au contraire le dénominateur sin (x-f- a) + sin x va 
toujours en augmentant. 

On a cette suite de transformations 


^n (x 4- a) sin X tang4^(x-fa — x) tangia 

sm (x -f-û) + sin X tangj (x-f- a-f-x) tang (x-f-fô) 
= tang i a cot ( X -f ■- a) , * 
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, ^ • sîn(x-f-a) — sin X , , 

en observant — - — ; — - — ■ — : — est la différence de deux 
sin (x-}-c) -f- sin x 

sinus , divisée par la somme des mêmes sinus , rapport gui est 
celui de la tangente de la demi-différence des arcs à la 
tangente de la demi-somme des mêmes arcs. Si l’on fait 
cette substitution dans (g) , on obtient cet autre développe- 
ment de log sin ( X -f- fl) , savoir 

log sin ( X -j- fl ) = log sin X + aM | tang - cot (x 
'-f J^tang^^ cot3^x4-^^-|-|(^tang0 cot»(x-f^+etc.J 

Plus on approche de 100 °, plus les termes de cette iKrie de- 
• viennent petits et plus elle est convergente. 

La formule (5) exigeant pour chaque sinus une multipli- 
cation qui , à la vérité , est abrégée j»r les multiples du 
facteur constant , préparés d’avance , est plus propre à cal- 
culer ou à vérifier un sinus en particulier, qu’à construire 
une table ; nous pensons donc qu’on ne sera pas fâché de trou- 
ver ici un aperçu des moyens employés au bureau du Cadastre, 
pour obtenir les sinus et tangentes naturels avec une approxi- 
mation qui dépasse ft>us les besoins. 

Considérons une suite d’angles en progressions par différence' 
égales : si l’on représente 2 sin ^*a par p, on aura cette série de 
sinus et de différihices successives : 
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f ♦ 

Dans la colonne intitulée premières différences , se trouvent 
les différences entre chaque sinus et celui qui est immédiate- 


f 
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meut au-dessus : la colonne des deuxièmes différences est don- 
née par une première différence moins que celle qui est au- 
dessus : les différences troisièmes résultent de ISÎ^nême ma- 
nière de deux différences secondes consécutives > et ainsi de 
suite. 

Ayant donc un premier sinus, sin x , par exemple, et seu- 
lementle premier-terme de chacune des colonnes de différences, 
on peut prolonger toutes ces coloilnes par des additions, et enfin 
celle des sinus. 

Il résulte de la loi de dérivation des différences successives , 
le tableau suivant : 

► 4 - sin (x-f- fl) = -freina; -f- p cos 

-+-p cos (x-j-§a) = cos (x-f-{a) — p® sin (x-f- a)r 

—p* sin (x -fi 2a) = — p* sin (x -f- 1 a) — p^cbs (x-f -3 a)r • ' ‘ 

— p^cos (x-f-fa) = — p^cos sin(x-f-2o)\ 

etc. ^ 

Maintenant, poür abréger, posons . L' 

• • 

"f- p cos (x -j- ï a) =.A'sin x”\ 

— p® sin (x-f- 1 a) = A’sin xt 

— p’cos (x -f - 1 a) = A^sin x/ (^) 

• -f- p‘> sin (x -f- 2 a) = A'^sin x\ 

etc. ^ 

«nies notations A*, A®, A^, etc. écrites en avant de sin x , devant 
rappeler les différences successives relatives à sin x. Substi- 
tuons ces abréviations dans les relations (B) , et nous aurona 

-f- sin ( X -f- a ) = sin x -f- A' sin x 
-f-p cos(x -f-|i) = A'sin X -f- A® sin X 
^ — p® sin ( X -f- 20 ) = A® sin X -f- A^ sin x 

•— p^cos (x -f*|c) = A^sln X -f- A^sin x 
-f- p*sia (x -f- 3 a) = A^ sin x -f* A* sin x 
^etc. ‘ 
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EnGn,^! l'on multiplie chaque membre des équations du ta- 
bleau (B) par — P*, et qu’en place des produits des premier* 
membres par ce facteur , on écrive Iq^rs valeurs prises dans le 
tableau (C) , on aura Ip suivant : 


A* sin a: = — P* ( sin a: -f- si“ 

A* sin X = — P* ( A* sin x + A* sin x) 
A^ sin X = — P* (a' sin r + A'* sin x) 
A® sin X = — P* ( A^ sin x + A^ sin x) 
etc. 




•f-CE) 


auquel il faut joindre cette valeur de la diiférence première 


A* sin X = sin a cos x — ^ p“ x. 

Du tableau (L) , on déduit cette R>rmule generale 

A“ sin X = — P* ( A"~* sin x + A"tr* sin x) •, 

et on remarque que pour iin autre sinus de départ , on est 
obligé de calculer de nouveau une suite de différences rela- 
tives à ce [sinus : c’est ce qui a déterminé M. Legendre à 
rechercher une formule qui fasse dépendre les différences 
successivès du sinus de tout arc , de celles des sinus de deux 
arcs fixes qui sont zéro et le quart de la circonférence. A cet 
effet, qu’on se reporte au tableau (C) , et on aura, par le dé- 
veloppement des premiers membres , celui qui suit : 


A ‘ sin X = -J- P cos X cos \a — p sin x sin | 

A • sin X = — P* cos X sin la — p“ sin x cos ia| 

A 3 sin X = — P® cos X cos | a p^ sin x sin ^ af 

A < sin X = -f-p4 COS X sin sa -f- p'* sin x cos 2c i 

A* sin X = + P* cos x cos | a — p^ sin x sin | 

etc. 


.(F). 


Si l’on représente le quart de la circonférence par i , et 


J 
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qu’on fasse les hypothèses x=o , a:=i , le tableau (F) donnera 

* 


• 

X = 0 

x= 1 

• 

A ' sin 0 = -f- P cos i a 

A * sin 1 = — P sin i a 

A* sin 0 P* 

A* sin 1 — P® cos la 

A ^ sin 0 = — P* cos 1 a 

’ sin 1 = + sin ^ a 

A sin 0 = -f- P^ sin aa 

A+ sin 1 = -f- p^ cos aa 

A ^ sin 0 -f- p^ cos 1 a 

A ® sin 1 = — p^ sin 1 0 

etc. 

etc. 


(G)., 


Les valeurs d^^ifFérences d’un même ordre qui se rappor- 
tent à sin O et à sin i , dans* le tableau précédent, étant les 
coefTiciens de sin x et cos x dans les différences successives (F) , 
on pourra en faire les substitutions qui donneront ces nouvelles 
expressions des différences consécutives de sin x 


A * sin X = cos X A ' siiî o •+■ sin x A ' sin i 
A ® sin X = cos x. A * sin o + sin x A “ sin i 
A^ sin X = cos x A^ sin o + sin x A^ sin ^ 
etc. 

d’où résulte ce terme général des différences 

A "sin X = cos X . A "sin o sin x. A "sin i , 


qui est Informulé annoncée. 

Or pour x = O et a = 0,0001 = i', on a 
■ A ‘sin O = sin 0,0001 , 


et pour X = 1 , a = 0,0001 , on a 
P* 

A 'sin 1 = — i-zs — B sin* ia = i — cosc=i-w cos b,o«oi 
a • 
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Ces dcnx premières dilTérences calculées, les autres en ré- 
sultent d'après le tableau (E) , en faisant dans les formùlea 
qu’il contient , x = o , puis i : il reste donc à multiplier 
par cos X la différence relative au sin o , et par sin x celle 
de même Ordre , qui se rapporte à sin i , et à faire la somme 
de ces deux produits. 

Les élémens à calculer sont donc 

A'aino= sin 0,0001=0,0001 5 70796 3 ao 33 ?a 55 G 5 ai 58 , etc. 
A*sin 1=1—^080,0001=0,00000 ooia 3 37006 47599 4747 ^ on , etc.’ ' 
p^=a (1 —cos 0, 000 0=0, 00000 00345 740 >095 198 949^0 , etc. 


Si l’on évalue les différences successives de sino^ sin 1 , c’est- 
à-dire , « 

A* avec a&déciœalei. 

, A* a6 

A» a8 

A* 39 

A*. , . , . 5 o 

A* 3a 

A^ 33 

A» 34 

AS 35 , 


puis le sinus et le cosinus d’un arc de départ , par exemple ; 
de 0,01 du quart de circonférence avec si décimales exactes, 
et qu’on déduise de ces élémens , d’après la formule " 

A" sic o?= cos X . A" sin O + jin X . A"sin 1 , 

les différences A' sin X , A* sin x AS sin x , on aur^; par 

de simples additions et soustractions de cès différences, indi- 
quées par le tableau (A) , les sinus de 0,01 à 0,03 , de dix en 
dix millièmes avec si décimales exactes. Arrivé à o.oa, on 
•n calculera le sinus et le cosinus , à priori , puis les neuf dif- 
férences correspondantes , et on* interpolera de la même mar 
mère les cent sinus de 0,0a à o,o 3 , et ainû de suite. 

*9 
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P§ur les tangentes , les différences ne se présentent pas sous 
ime forme aussi commode ; d’ailleurs elles se déduisent si facf- • 
lement des sinus et cosinus , au moins dans la digression de o à 
0,5 , comme nous l’avons dit plds haut, qu’il est inutile de re- 
courir à d’autres formules. 

C’est par ces procédés et d’autres qui leur sont analogues , 
mais qui ne peuvent trouver.place ici , qu’ont été calculées dan^ 
les bureaux du Cadastre , les grandes tables des sinus et tangentes 
naturels avec as décimales exactes, ainsi que les logarithmes 
des nombres , travail dont j’ai consigné l’annonce dans le dis- 
cours préliminaire qui accompagne celles de CaUet. Dans le 
rapport fait à l’institut , MM. Lagrange , Laplace et Delambre 
disent de ces tables, quelles sont le monumOfit de calcul le' 
plus vaste et le plus imposant qui ait jamais été exécuté ou 
même conyu. Un des grands avantages de l’emplfti de ces mé- 
thodes*, était de pouvoir mettre en œuvre à la fois un nombre 
indéfini de calculateurs de la plupart desquels on ne pouvait 
attendre d’autres connaissances que celle de l’addition et de la 
soustraction. L’impression de ce grand travail a été suspendue 
par différentes raisons •, mais, ajoutent les Géomètres chargés 
de ce rapport , « espérons que , dan.s des temps de paix et de 
bonheur, un Gouvernement, ami des sciences et des arts, or- 
donnera l’achèvement d’un ouvrage qui doit être désiré de tous 
ceux qui cultivent les sciences mathématiques, n Un tel vœu 
émis par les premiers Géomètres, est pour moi une raison de 
plus de me féliciter d’avoir coopéré à ce grand ftuvre dont 
la publication serait poyf tous les collaborateurs l’indemnité 
la plus flatteuse et la plus réelle. Nous terminerons en recom- _ 
manoant la lecture des discours qui se trouvent en tête des 
tables de Callet et de celles de Borda, revues, augmentées 
et publiées par M. Delambre. 
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Sur la Trigonométrie sphérique. 


Théorème LXV. Im sinus des angles sont proportion- 
nels aux côtés opposes à ces angles. 

Soient ABÀ'B', BCB'C', ACA'C' trois grands cercles de la Fig 
sphère dont le centre est en O ; si l’on joint le point O aux 
points A , B , (î par des droites AO , CO , BO , on formera 
une pyramide triangulaire OACB dont les angles entre les 
faces sont les mêmes que ceux du triangle sphéiéque ABC ; 
car , par exemple , l'angle en B est celai de deux tangentes 
en B aux arcs 6A, BC ; l’angle entre ces tangentes est ^isi-» 
blêment l’angle d’inclinaison de la face COB sur ]a face AOBJ 
Les angles entre les arêtes , savoir, COB, CO A, AOB sont 
mesurés par (es arcs CB , AC , AB du triangle sphérique. 

Nous désignerons ces arcs par a,b ,c ,eX. les angles entre les 
faces , savoir , entre COA et BOA , BOC et BOA , CO A et 
COB qui sont BAC, CBA, ACB, par A, B , C; ensorte qua 
les angles A , B , C entre les faces , soient opposés aux angles 
a, b, c entre les arêtes, . . • , 

Supposons la pyran^ide OACB développée sur le plan de Fig aîS. 
la face AOB , et construisons en DEC l’angle A opposé à la 
face a , et en D'FG l'angle B opposé à la face b , et prenant 
OC = OC' pour le rayon des tables, on aura 

DG ; sin DEG X ED ou CE ; i 

D'G : sin D'FG :: D'F ou FC/ : i ; 

$>- 

donc , en observant que CE = sin b, FC'= sin a , et que , 
par construction , DG = D'G , on a 

' sin A sin 6 sin B sia o ; 


* 


Di/ ‘ by ^-3 


ego 

d’où l'on déduit 
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(i). . . .sin A ; sin B 
On trouverait de même 
(a) , sin A ; sin C 

(3) . . . .sin B : sin C 


sin a : sin b\ 

sin a ! sin ci 
sin ù ; lin cl 


(A). 


Donc les sinus des angles sont proportionnels aux côtés 
opposés 

Théorème LXYI. a, b, c étant toujours ^es côtés d’un 
triangle sphérique , A l’angle opposé au côté a , on a l'ana- 
logie ^ 

cos a — cos b cos c -f* b™ b sin c cos A. 

Fig.î3.'’i Menant les droite^ GH , EK l’une parallèle et l’autre per- 
pendiculaire à OF , on aura , 

OF = cos a =3 OK + RF = OK 4- GH. 

Or 


OK : OE cos c : i ^ 

GH : EG ;; sin c ; lî 

EG : ED cos A : a/ 


d’où OR = cos b cos c. 
d’où GH = sin i sin c cos A ; 


donc 

% 

(4) . . .cos a = cos b cos c + sin ô sin c cos A 
et de même 

(5) . . . cos b = cos a cos c -f- sin o sin c cos B 

(6) . . . cos c = co’s a cos ô -f- sin a sin ù cos C 

Corollaire J”. Les faces de la pyramide supplémentaire , 
c’est-à-dire les angles entre les arêtes, sont (Réc., Théor. lA, 
pag.a3o)w — A, v — B, tt — C.tt étant la demi-circon- 
férence ; les cosinus sont — cos A , — cos B , — cos C j l’angle 
opposé à la face A est ir—a dont le cosinus es) 
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— cos a. Donc , pour cette pyramide supplémentaire , les 
équations ( 4 ) , ( 5 ) et (S)^ deviendraient 

(7) . . . — cos A = cos B cos C — sin B sin C cos a'i 

(8) . . . — cos B =cos A cos C — sin A sin C cos b\. . . .(C). 

(g) . . • cos C =cos A cos B — sin A sin B cos cj 


Corollaire IJ. La valeur de cos c , donnée par l’équation (6) , 
étant substituée dans l'équation (4) , donne la suivante 

cos a:= cos a coa^h sin a sin b cos b cos C ^ ^ > 

laquelle , à cause de cos*é =1 — sin*& et du facteur commun 
sin b , devient 

cos a sin é r=: sin a cos b cos G -f- sin c cos A. 

Prenant dans l’équation (a) pour sin c sa valeur 

sin a sin C , , . , 1 j • . . 

-, et la substituant dans la demiere équation , 


sin c : 


sin A 


on trouve 

(10) . . .cot a sin é = cot A sin C + ^ cos 

et par analogie 

(11) . . .cot a sin c = cot A sin B -f- cos c cos BI 

(la). . .cot J sin a = cot B sin C + cos a cos C/ 

(1 3 ) — cot é sin c = cot B sin A coâ c cos Al 

(1 4 ) ...cot c sin O = cot C sin B + cos a cos Bl 

(1 5 ) ...cot c sin é = cot C sin A -f- fos b cos A^ 

L’ensemble de ces équations comprend la solution de-toutes 
les questions de trigonométrie sphérique , car elles donnent les 
quatre relations -simples qui existent entre les six élémens du 
triangle sphérique. 

Le système (A) donne la relation entre deux eôtés et deux 
angles opposés à ces côtés. 
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Le système (B) donae la relation entra les trois côtés et 
un angle. , 

Le système (C) entre trois angles et un côté. 

Le système (D) entre deux côtés et' deux angles dohtl’un est 
opposé et l’autre adjacent au même côté donné. 

Lorsque le triangle sphérique est rectangle, un des angles , 
l’angle A, par exemple, est droit , et les premières équations 
des systèmes (A) , (B), (C) et (D) deviennent 


(16) sin a ! 

(17) cos a 

(18) cos a 

(iq) cot a 


sin O 
sin B 
cos b cos 
; cot B cot C 
cot b cos C 




.r.(E). 


Lorsque l'angle C est droit, les premières équations des 
systèmes (C) et (D) donnent 

(20) cos A = sin B cos a î 

(21) cot A = cota sin b) 

Les six équations (E) et (F) donnent directement la so- 
lution de tous les cas des triangles sphériques rectangles , et 
comme elles sont sous une forme commode pour l’emploi des 
logarithmes , on s’en sert communément dans la trigonométrie, 
en décpmposant tous les triangles en triangles rectangles par 
l’abaissement d’une perpendiculaire. 

Nous renverrons* pour le surplus, au n® 8 de la Correspon- 
dance sur l'Ecole Impériale Polytecffni^ue , dont nous avons 
extrait ce qui précède. 

Il sert bon de montrer l’identité des principe» qui servent 
de base à la Trigonométrie rectiligne et à la Trigonométrie 
sphérique. • 

Soient AD la tangente et OD la sécante de l’arc AB; soient 
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AE la tangente et OE la sécante de l’arc AC. Si l’on désigne 
par a,b , c les côtés BC , AB , AC du triangle sphérique cons- 
truit sur la surface d’une sphère dont le centre est O , et 
par A, B, C les angles opposés à ces côtés, le triangle rec- 
tiligne ADE dont nons représenterons le côté DE par x , 
donnera * 

I 

œ* ~ tang“6 -f- tang*c — a tang b tang c ços A ; 

le triangle ODE donnera de même 

X* = séc'i -f» séc*c — 2 sec . bséc € oos 

soustrayant la seconde équation de la première , et obser- 
vant que séc’é — tang*^ z= i , on aura , réduction faite , 

+ sin é . sin c , cas a 

cos A 7 = O , 

cos b cos c cos O . cos c 

et par conséquent 


cos a ~ cos b cos c -f- sin ^ sin c cos Av 

cos b = cos a cos c >f- ^i'v o sio c cos B 

cos c r= cos a cos i -f- sin a sin b cos CJ 


La combinaison de ces trois équations donne la résolution da 
tous les cas possibles des triangles sphériques. 

Si de la première de ces trois équations , on tire la valeur 
de cos A et qu*on l’introduise dans sin*A= i — cos“A , on aura, 
après les réductions , ^ 


t/f 1 — coS*a — coi^b — cos*c-4-acosfl cosécosc} 

sin A=sm a X — ^ ^ — r — : — — ^ 

sm o.sm o.^iin c 


Si l’on déiigne par M le faeteur de sin a , lequel est symé- 
trique au moyen des sinus et cosinus des côtés a , é , c , oa 
pourra écrire 

sin A = M sin a (Oi 
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les deux 
semblable 
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dernières équatipns («) donneront par nn calcul 

* 


sin B = M sin 6 ^n) 

V " • sin C = M sin c (3). 

* 

On conclut de ces trois relations que les sinus des angles d’un 
triangle sphérique , sont proportionnels aux sinus des côtés 
■ opposés , propriété trouvée plus haut par une autre voie. 


Des ^quations (*) , on tire 

cos a — cos b cos cl 


cos A — 


cos B = • 


cos P = 


sin ô sin c • 
cos b — cos a cos 
sin a sin c 

cos c — cos a cos b^ 
sin a sin ô 


.( 0 - 


Si entre les première et troisième équations (et) , on élimine 
cos t , on aura 

cos A sin c + cos C sin a cos b = cos a sin 6 . . . (iQ ; 

;• 

mais, d’après les équations (i), (a) et (3) , on a 

sin C 

sm c = sm a -, — - : 
sin A 

donc 

* cot A sin C + cos C cos £ = cot a sin £ ; 
d’mlleurs 

^ . , én 6 sin B 

cot a sm n = cos a =cosa. — r-» 

sm a smA 

! 

donc l’équation (4) deviendra 

cos A sin C =: cos a sin B — sin A cos C cos . .(o) ; 
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«n trouvera pareillenrent »• 

cos B sin C = cos 6 sin A — sia B cos G cos a. , , .(6)^ 
Eliminant cos è entre ( 5 ) et (6) , on obtiendra 
cos A = cos a sin B sin C — cos B cos C 
et de même 

cos B = cos & sin A sin C — cos A cos C 
cos C = cos c sin A sjn B — cos A cos B 

qui sont les relations (C) trouvées (pag. 391 ). 

Il est remarquable que le système (C) se déduit de («)*,' 
et réciproquement , en écrivant A , B , G au lieu de a , b , c , 
et vice versa , les cosinus étant affectés du signe négatif. 

"Voyez pour les détails, les Traités de Trigonométrie de 
MM. Legendre et Lacroix , et un beau Mémoire de l’illastre 
Lagrange ( sixième numéro du Journal de l'Ecole Polytech—, 
nique"). 

De la Poljgonométrie et de la Poljédroniélriel 

On entend par j^ygonométf ie , l’art de déterminer , dans un 
polygone rectiligne quelconque, plusieurs de ses parties à .l’aide 
de celles qui sont connues. Pour effectuer de telles opérations, 
il faut donc , comme pour les triangles , connaître les diverses 
relations qui existent entre les côtés et les angles d’un poly- 
gone. Les premiers essais en ce genre sont dus à Lambert ; 
mais ce grand Géomètre ne s’occupa que des quadrilatères , 
et encore se borna-t-il à indiquer la marche à suivre pour 
former une tétragonométrie complette. Après lui d’autres 
savans étendirent cette théorie , entre autres Lexell , dans 
deux excellentes dissertations insérées dans les ig et no* vo- 
lumes des Mémoires de Pétersbourg. Messieurs Lhuilier da 
Genève et Carnot ont enrichi cette matière de leurs propres 
découvertes. 
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Fig.î'7. 


Fig.i38. 
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La polyédrométrie est aux polyèdre^ ce qu’est la polygo- 
nohiétrie aux polygones : cette partie de la géométrie des 
solides dans laquelle on considère les diverses relations entre 
les angles dièdres et leurs faces , est encore trop peu avancée 
pour former une doctrine complète. Nous nous bornerons , à 
l’égard dé ces deux branches de la géométrie , à faire con- 
naître les propositions les plus intéressantes et les théorèmes 
les plus élégans. 

Théorème LXVII. Dans tout polygone plan , thaque côté 
est égal à la somme de tous les autres multipliés chacun par 
le cosinus de l'angle qu'il forme avec le premier. 

Ce théorème est évident à l’inspection de la Ggure ; car dans 
le quadrilatère ABCD , la base AB est égale à la somme des 
segmens Ad , de , <B, et chacun de pes segmens est égal à 
l’hypoténuse d’un triangle rectangle, multipliée par le cosinus 
de l’angle que fait cette hypoténuse avec AB. 

Posant donc AB = a , BC = b , CD = c , DA — d , et dé- 
signant par (^a, b) l’angle de AB avec BC ou de a avec b , 
pur (a , c) l’angle de AB avec CD ou de a avec c, paj (a,d) 
l’angle de AB avec AD ou de a avec d , on aura 

a = b cos (a , i) -f- c edfe (a, c) -j- d cos (a, d"). 

Cette proposition qui sert de base à la théorie dont il s’agit, 
n’est pas restreinte aux polygones plans , comme il est aisé de 
le démontrer , et l’on conçoit qu’elle s’étend-à ub polygone d’un 
nombre quelconque de côtés.. 

Théorème LXVIII. Dans tout polygone , Fa somme des 
cotés multipliés chacun par le cosinus de t angle que forme 
sa direction prise dans le sens du périmètre , avec une droite 
quelconque tracée à volonté dans le plan de ce polygone , est 
égale à zéro. 

Soit AX la droite à laquelle ojj rapporte tous les côtés du 
polygone ADCB , et nommons x cette droite indélinie , on 
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aura , en vertu du théorème précédent , et en faiiant usage da 
la notation adoptée , 

Ab=b COS ( i , X ) + C C03 ( c , X cos (d,x). 

D’un autre côté, le triangle rectangle AB& donne 
Abz= a cos BAX ; 


donc 

a cos BAX z=b cos ( b , x) + c cos ( c , x) 4 **^ co* x). 
Mais on sait qué cos ( aco'* — z) = — cos * , donc 

e ** 

cos BAX = — cos »AX' = — cos (a , x^.; 

donc 

a coaj^a , x) 4- bco» (_b ,x)+c cos (c, x) +dcos (d, x) :x=o. 


Remarque. 


Les angles (d , x) , (c , x) , (i , x ) , (a , x) sont les mêmes 
que les angles {d , a) , (c , n) , {b , a) du théorème précédent , 
dans lequel le côté AB tenait lieu de l'axe AX; et au lieu do 
l’angle (a , x) = BAX qui serait nul dans le théorème cité, et 
dont le cosinus serait l'unité, on prend ici l’angle supplémen- 
taire dont le cosinus est le même , à la dÜTérence du signe. 

Théorème LXIX. Dant tout polygone , le quarré d'un 
côté quelconque est égal *a la somme des quarrés de tous les 
autres côtés , moins deux fois les produits de tous ces autres 
côtés multipliés deux à deux tt par le cosinus de l'angle 
qu'ils comprennent. 

Posons toujours AB = a , BC = b , CD = c, DA = d . . . 
on aura , par le théorème LXY.II , 


(1) . . . .a = b cos ^a, b) c cos (a, c) -}- d cos (a. d) 

(2) .... ô = a cos (b, a) -f- c cos (b, c) -f- d cos (b , d) 

( 3 ) . ... c = a cos (c , o) -f- b cos (c , ô) -j- d cos (c , d) 

(4) . . . .d = a cos (d, a)- -f- b cos (d, 4” c cos (d, c), 


■* 


% 


t’ig-aSg. 
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en observant que pour passer de (i) à (a), il ne faut que 
changer dans (1) a en à et à en q ; que pour passer de (a) à 
( 3 ) I il ne faut que changer dans (a) b en c, et réciproquement 
c en 6 et ainsi des autres. 

Multipliant par a la première équation , la seconde par b , 
la troisième par c , la quatrième par d, etc. , et ôtant la somme 

des derniers produits du premier , il viendra 

• • 

û*s=6*+c*+ etc. — a {6c c(S (6,c) -f- bd cos Çb,d) 
cd cos (c,d) etc. J 

ce qui est la propreté énoncée, et on remarquera que celle dtr 
triangle olsliquangle ( Théor. X "pag. 90) n’est qu’un cas par- 
ticulier de ce principe général. 

Pour introduire dans la formule ci-dessus les angles même 
du polygone que nous supposerons de quatre côtés , on remar- 
quera que 


(b, c) c=C, (b,d) =C-fD — 300 “*, (c,d)=D; 
donc 


a*=6*-f c*-f.d'*H-etc. 

—a {6c cos C—bdcQiS ( C-j-D) -f- cd cos D -f- etc.J. 
Pour le pentagone , on trouverait ^ 


û=6»-|- c»4-^+e* . 

fbccosC — bdcos ( C -f- D ) -f- be cos (C-f-D-f-E)î 
^ I ^ cd cos D — ce cos (D -f- E ) -f- de cos £ } 

propriété qu’il sera facile d’étendre à des polygones d’un nombre 
quelconque de côtés. 

t * 

Théorème LXX. Le double de Taire d'une Jigure recti- 
ligne quelconque ,est égal à la somme des produits de ses côtés, 
e.xcepté un , multipliés deux à deux , et par le sinus des angles 
qu’ils comprennent. 

_ Désignons par l’aire du quadrilatère cherché ^ si on prolonge 


c 


* 


» 
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• CD , BA jusqu’à leur rencontre en O , on aura 
• • 

S = surf OCB — surf ODA ; 
si on fait OA ^ , OD = y , on aura 

surf OCB*=: i (c + J. ) (a + «) sia O 
surf ODA = I €ty sin O. 

Dès lors * 


«99 

Fig î37. 


S = ï(c + >) (a + «)sinO — \ttys\nO 
=3 ï oc sin 0 + ï c> sia O + j «e sin O ; 

d’ailleurs le triangle ODA donnant 

«:<2::siaD:sinO^ 

V on aura 

^ : d ;; sia A : sin O J 

« 

•t la valeur de S deviendra 

S = î oc sin O + ï cd sin A ï cd sin dÎ 


d sin D 
I * — sin O 
I d sin A 
' sin O 


9^ peut introduire dans cette formule les angles du poly- 
gone; car 

(a,c)=0 = A4-D — 200 “*, (o, d) = A, (c,d) = D; 
donc 


S = i 

Un procédé 
ABCDE, 


{ad sm A — ac sin (A + D) -f cd sin D}. 
analogue donnerait pour l’aire du' pentagone ; 

Flg.a’aî 


s= 


, f aisinB— ac sin (B -f-C) -f-ad sin ( B+ C + D) 
*H-ècsinC — W sin ^C-f-D) 4- cd sin D 


On composerait facilement des formules représentatives des 
aires des autres polygones. 

« 


% 
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Remarque. 

/ Il faut observer , i”. qu’il s’agit ici , comme dans les formule» 
précédentes , des angles intérieurs du polygone -, que le prin- 

cipal avantage de ces formules consiste en ge qu'elles dispen- 
sent de construire une Egaré : elles se présenteraient sous une 
forme plus symétrique relativement aux signes , si an lieu des 
angles intérieurs du polynôme , on employait leé angles exté- 
rieurs , c’est-à-dire ceux qiti sont formés par un côté de la 
figure et le prolongement du côté suivant. (Voyez le n° 5q et 
Suivant du Traité de Topographie, d’ Arpentages et de Nivelle- 
ment, par Puissant. 

Problème LXXXXV. Connaissant dans le quadrilatère 
ABCD , les cotés b, c , d et les angles A , sD , on demanda 
les autres parties du polygone. 

On voit sur-le-champ que la perpendiculaire Ce est en même 
temps égale à b sin (a,i) et à c sin (a,c) -J- d sin (a,d^ ; 
donc 

. b sin ( c,6) =c sin Ç a,«) d sin 
c'est-à-dire, 

ii 

i sin B = d sin A— csin (A -j-D), 

formule qui donne l’ange B. Pour trouver le côté a, on mènera 
de A uue perpendiculaire Aa' sur CB , et on aura, comme 
précédemment , 

a sin ( = c sin ( 6, c ) -f- d sin (6,d) 

cette formule devient ' * 

n sin B = c sin C — d sin ( C -f- D ) : 
les angle» A , D , B étant connus ,* on a _ 

C=4oo'‘— (A-f-D-f B), 
conséquemment on peut calculer a. * ■ 


C[„:--Jby G. 


« 
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On pourrait encore recourir à la formule 

a=6cos(a,A)-|-ccos (a,c.) +‘^cos 

démontrée ( Théor. LXYII , pag. 29G). 

De ces deux formules 

b cos (w,6) = a — c cos (a,c) — d cos 
b sin {a, b) = c sin (a,c) + d sin {a,d). 


•n tire par la division 

• ti sin A — c sin (A+D) 

tang (a,6) = tang B = ^ + c cos ( D) ' 


et par la même raison 

^ ’ csinD — &sjn (C-f-P) • 

tang d — c cos ü + 6 cos ( C + D ) ’ ’ 

* , ■ ■ 
formule qui servirait à évaluer le troisième angle d’un quadri- 
latère, si l'on connaissait trois de ses côtés et les angles com- 
pris entre les côtés connus. •» 

Problème LXXXXYI. Résoudre le pentagone ABCDE. 

Après avoir • abaissé la perpendiculaire CC' sur AD , on- Fig 23<;>. 
trouve ces deux valeurs de CC', savoir & sin B et c sin (c,n)* 

4 - d .sin (d,«) esin A ", ainsi . ' 

i sin B = esin A sin + c sin (c,a). ^ 


Or si Von suppose les côtés DE, CD prolongés jusqu’à la ren- 
contra de BA , on trouve 

l’angle (<f , a) = A -f- E — v, 

• l’angle (c,a) = A-|-E-}-D — avr, 

w étant la demi-circonférence : on a donc 
i siu B = e sia A — -J sin ( A -f- E ) 4~ c ( A -j- E -f D). 
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Mais si au Jien de calculer B , il fallait déduire de cette 
relation la valeur de l’angle A, on serait obligé de développer 
les facteuredans lesquels cet angle se trouve engagé. On aurait 
ainsi 

£ sin B = e sin A — d sin A cos E — d cos A sin E 

c sin A cos CD+E) + c cos A sin (D + E), 

et après avoir substitué pour cos A sa valeur i — sin^ , 
l'inconnue A serait donnée par une équation du second degré. 

Pour £=: O , le pentagone se change en quadrilatère , et la 
formuirprécédente donne , après la division par cos A , , 

. dsinE — csin(D-f-E) 

tang A — e_^cosE4-ccos (D + E) ’ *’ 

et comme alors l'angle D devient C , l’angle E devient D , e 
devient <ÿ| d. se change en c , et c en £ , on% 

V. • ■ ' • 

taneA _ ‘ c sin D — £ sin ÇC -f D) . 

♦ ^ d— ccosD + £cos(C + D)' 

Problème LXXXXVII. Evaluer la surface d'un polygone;^ *. 
connaissant l'un de ses côtés et les angles aux deux extrémités 
de ce côté entre ce même côté et les autres sommets du polygone. 

Il n’est pas toujours possible de mesurer Ioot les côtés et 
tous les angles d'un polygone souvent même on est réduit 
à prendre pour base unique un de ses côtés , et à déter- 
miner les sommets des angles par des intersections. Noua 
allons montrer comment on peut , dans ce. cas , évaluer la 
surface. 

Soient AB G DE le polygone proposé , AB = a la basa 
mesurée : soient en outre les angles observés au point A 

EAB = f , DAB = J', CAB = y , 
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les angles observés au point B, 

EBA = t', DBA = J', CBA = y\ 

on a 

, _ , ^ AE X AD . ^ ^ 

surf EAD ~ sin EAD • 

a * 

mais le triangle AEB donne 

sin ( « 4- 1 ' ) : a :: lin / : AE = 
le triangle DAB donne 

fin ( J'-f J') : a :: sin J' : AD = 

donc 


5oS 


bin ( f -f- i' ) * 
a sin 6' 

im77+lÔ* 


on trouverait 

r r» â fl* sin J' sin >' .... 

„rf. DAC = - «. (^->) 

«irf. ca8 

a sm (> + > ) 

Par conséquent l’aire cherchée est 

i sin •' sia sin f s — / ) 
sin f«+*')sin(/+ J") 

sin y sin y* 

"* *‘fl (? -h y y 

Prenant le point B pour ■^®met commun des triangles qui 
composent la surface polygone , on parvient à 

sin y sin ^ sin (>' — /' ) 
sin ( y + yj 

aÜCDE = i û*/-4- — y’) 

sin (/ 4 sin (>-f- y') 

I sin s sin / 


sia ( s -4 s' )' 


ne 
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Théorème LXXI. L’aire de l’une des faces d’un polyèdre 
tjuelcoTujue , est égale à la somme des aires de toutes les autres 
faces multipliées chacune par le cosinus de l angle qn elle 
forme avec le plan de projection. ' 

Soient a , b, c, d les aires des faces d’un polyèdre 

quelconque ; si l’on prend successivement chacune de ces faces 
pour plan de projection , on aura ( Théor. XXXXIV , pag. 
187 ), en supposant d’abord toutes les faces projetées sur a 

a — b cos (a, + c cos (a, c) + d cos (q, d). . /(i) , 

en supposant toutes les faces projetées sur b , 

J — acos (i , et) + ccos (i> c) + • •(*)» 

en supposant toutes les faces projetées sur c, 

c U cos (c , o) i cos ( c , i) d cos ( c , ^ • ■ (3) > 

etc. 

Les notations (fl , & ) > (a , c) , etc. rappellent les angles entre 
les faces a et b , o et etc. 

Théorème LXXIL Sit^n nomme base d’un polyèdre, /'une 
quelconque de ses faces , le /rodait d^uneface par le sinus de 
son inclinaison sur la base , et. égal à la somme des produits 
de chacune des autres, faces pai /g sinus de son inclinaison 
sur la base , et par le cosinus a. [angle formé par les com- 
munes sections du plan de la base av.^ première face et avec 
celle des faces restantes, qui est prise C'^jne facteur. 

Multipliant successivement les deux memb» , l’équation 
(i) du théorème; précédent par les coefliciens u ^ajjs les 
•uivantes , et ajoutant chacun de ces prodmts aux de.^ 
bres de l’égalité entre la somme des équations (a) , (p), ^ 
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on trouvera pour résultats in4épandans de la face a , 

isin* (a, 6)= c{co8 (i, c) + COS (a , i) cos (a, c)}î , . . 

-f"<^ {cos (6, d) + cos ( a, i) cos j ' 

etc. 


c sin* (a,c) = i(cos (i,c) + coS (a,é) cos (a,c)} ) 
-f- J{cos (c,<Q + cos (a,c) cos (a,d) j J " 
. etc. 

•t ainsi de suite. 


(B) 


Maintenant si l’on désigne par Cay l’angle formé par les 
deux communes intersections du plan de la base a avec cha- 
cune des faces é et c , et qu’on adopte une dénomination 
analogue relativement aux autres faces, on aura, à cause de 

cos (é , c) -f- cos (a , 5) «os (tt , c) = sin (a , i) sin (a , c) cos {Caty^ 

(Réc. ,pag. agi , form. 7 ),les transformations suivantes des 
équations (A) , (B) , etc. , 

isin (a,i) = csin (a, c) cas (City) -j-dsin(a,d) cos](ff(*^) -|-etc. 
c sin (a , c) sin (a , i) cos (Ccty) -f - <2 sin (a , d) cos (j'otiT) -}- etc. 


ce qui est l’énoncé du théorème. 

^Théorème LXXIII. Dans tout polyèdre , le quarré de la 
moitié de la surface est égal à la somme des produits de toutes 
les faces multipliées deux à deux, et par le quarré du cosinus’ 
àe leur demi-inclinaison. 

Si après avoir multiplié chacune des équations du théorème 
LXX par son premier membre , on ajoute ensemble toutes 
ces équations, et qu’aux deux membres de l'équation résultante 
on ajoute encore le double produit de toutes les faces prises 
deux i deux , on aura , à cause de 


1 + C09 (o , i) 
a 


= C08* Ho, i) , etc. , 
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l’équation suirante 

— ab cos* ^ (a, &) -f- oc cos* î (“» O 
-}- ad cos* i (a,d) , etc. , 

qui est la traduction analytique de l’énoncé du théorème. 

— . » 

Théorème LXXIV. La somme des quarrés de toutes les faces 

d'un polyèdre , est égale au double de la somme des produits de 

toutes ces faces multipliées deux à deux et par le cosinus de 

l'angle dièdre qu’elles comprennent. 

En elFet , si on multiplie les deux membres des équations 

du théorème LXX respectivement par e^, b ,c , d èt 

qu’on ajoute tous ces produits , on trouveva la propriété énoncée, 
savoir ; 

a*-f-6*-f«*-}.d*4. 

sxaab cos (a,i)-t-aaccos (a, c')-\-iad cos (a,t^+abc cos (é,c). 

Remarque. • 

Ainsi les polyèdres jouissent , par rapport à leurs faces et 
eux angles qu’elles, comprennent , de la même propriété que 
les polynômes à l’égard de leurs côtés et des angles entçe q^s 
côtés ( Rec. de Théor. et Prob. , Théor. LXVII , LXVIII et 
LXIX). Cette remarque s’étend au théorème suivant. 

Théorème LXXY. Dans tout pelyèdre, le quarré d'une 
face est égal à la somme des quarrés des autres faces , moins 
deux fois la somme des produits de toutes ces autres faces mul- 
t^liées deux à deux , e^par le cosinus de F angle dièdre quelles 
comprennent. 

Opérant comme on l’a fait (pag. agy et ag8) sur les équa- 
tions du théorème LXX , on a sur-le-champ • 

= . . . — fl |éc cos (h,c) -f- Wcos (b,d) -f-etc.J. 


* 
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Corollaire. Amsi , pour la pyramide triangulaire , on trouve 

cos (i , c) + W cos (6 1 «£) + cd cos (c , d) } . 

/ 

Mais lors^’un des angles trièdres est formé de trois angles 
droits ; par exemple , lorsque les faces b,c , d sont des triangles 
rectangles , les angles dièdres (i,c) , ( 6, d) , (c.tf) sont droits, 
et l’expression précédente se réduit à 

c* = i* -j- c? -j- d*. 

Ainsi, dans un tétraèdre rectangle, le quarré de la face 
opposé à l'angle trirectangle , est égal à la somme des quarrés 
des trois autres faces , propriété démontrée autrement (Rec. 
de Théor. etProb. , Théor. XXXXII). 

Sur le levé des Plans. 

Former la*arte d’un pays de peu d’étendue , c’e.st cons- 
truire sur le papier une figure semblable à celle du terrain dont 
les différentes parties sont supposées projetées sur un plan 
horizontal par des perpendiculaires abaissées de tous les ol^ets 
sur ce plan. 

On noimne carte topographique ou plan, le dessin qui 
représente tous les détails d’une contrée ou d’un domaine. 

* Quant aux cartes embrassant beaucoup d’étendue de pays, 
et n’offrant, que les objets lesplus remarquables, on les appelle 
cartes géographiques. 

Pour déterminer les positions respectives des principaux points 
d’un plan , il faut considérer ces points comme les sommets 
des angles de triangles qui , par leut encfaainemept , formènt . 
sur le terrain un réseau continu dans tous les sens. Ces triangles 
réunissent les conditions les plus avantageuses , lorsqu’ils sont 
les plus grands possibles , Qu’ils approchent le plus de la forme 
équilatérale , et qu’ils sont liés au moins à une ligne princi- 
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pale ou base. Lorsque cette base et les trois angles de chaque 
triangle sont mesurés, on a tous les élémens nécessaires pour 
calculer de proche en proche les distances entre les objets , ce 
qui constitue le canevas du plan. C’est en cela qu#consistent 
les opérations géodésiques . 

Nous ne nous arrêterons pas à décrire les deux instrumens 
employés’ à la mesure des angles, savoir, le graphomètre qui 
n’est plus guères en usage que parmi les arpenteurs , et le cercle 
répétiteur de Borda , instrument précieux employé depuis 
quelques années. C’est principalement dans les grandes opé- 
rations géodésiques , comme celles qui ont pour objet la mesure 
d’un arc du méridien , ou le levé trigonoraétrique d’un grand 
État, que le cercle répétiteur est indispensable. (Voyez, sur 
ce sujet , le Traité de Géodésie de Puissant , et la base du 
Système métrique , par M. Delambre. ) 

Lorsqu’on lève la carte d’un pays , on n’est p«s toujours le 
maître de placer des signaux commodes pour l’observation , 
tels que ceux qui sont formés de pyramides creuses , etc. Il 
faui^ouveut profiter des clochers , des tours ou d’autres objets 
élevéf qui sont les sommets des angles des triangles du réseau. 
De là la nécessité fréquente d’observer à quelque distance de 
l’axe du signal , qui est le centre de la station , centre qui 
peut être visible et accessible , on invisible. H faut alors ré- 
duire les angles observés au centre de la station , ainsi qu’il est 
enseigné dans les ouvrages cités ci-dessus. , . 

Les angles ainsi réduits au centre de la station , se réduisent 
ensuite à l’horizon , quand les angles de position ne sont pas 
situés dans le plan horizontal que l’on imagine passer par le 
centre de L’instrument : fa projection sur ce plan de l’angle 
incliné , se nomme réduction à t horizon. La raison de cette 
réduction est que dans le système dé projection adopté pour 
représenter les positions respectivef des objets , on ne consi- 
dère que des distances horizontales, et qu’ainsi il est néces- 
saire, pour calculer sous ce peint de vue les côtés des triangles. 
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de réduire leurs angles au plan même de ces distances. Voyez 
le Traité de Géodésie où se trouvent des Tables qui abrègent 
considérablement ces rédactions. 

Lorsque les angles des triangles de la grande chaîne sont 
réduits à l’horizon , on ajoute ceux d’un même triangle , et 
la somme que l’on obtient surpasse nécessairement deux angles 
droits , parce que les angles ajoutés sont ceux d’un triangle 
sphérique , dont les côtés très-peu courbes , à la vérité , repré- 
sentent les distances curvilignes comprises entre les verticales 
des stations (*). Ensuite l’excès dont il s’agit, et qui est en 
même temps alFecté de l’erreur de l’observation , est réparti 
indistinctement par tiers sur les trois angles du triangle. Quand 
ces angles sont ainsi réduits à ne valoir que deux angles droits* 
on procède au. calcul des distances en les considérant seulement 
comme des côtés de triangles rectilignes : ils sont néanmoins 
des arcs de grand cercle de la sphère dont le rayon est le 
même que celui de la ligne géodésique ou de ia base ré- 
duite préalablement à un niveau constant , c’est-à-dire à ua 
arc de grand cercle. 

Au lieu de ramener par cette voie la résolution des triangles 
sphériques à celle des triangles rectilignes , on peut ramener les 
angles horizontaux aux angles entro les cordes qui soutendent 
les arcs entre les stations : alors les triangles à calculer sont 
réellement des triangles rectilignes ; cette rédaction est prati- 
quée par quelques Géomètres , et notamment par Delambre. 
Après avoir ainsi réduit tous les angles horizontaux aux angles 
entre les cordis , on résout les triangles de la chaîne à l’aide 
de la base mesurée , et de ce principe de trigonométrie recti- 
ligne que dans les triangles les sinus des angles sont proportionr* 
nels aux côtés opposés. 

Puisque les triangles dont le canevas d’une carte est formé , 


(* ) La somme des angles de loin triangle sphe'riqne , est moindre cjne six 
•t plus grande que deux angles droiu ( Géaia. , Liv. VU, Prop. XIX 
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sont liés les uns aux autres , il s’ensuit qu’il suffit , à là 
rigueur, de connaître ou de mesurer un seiil de leurs côtés, 
pour pouvoir calculer toutes les distance» entre les signaux 
ou les sommets des angles. La mesure de ce côté ou de cette 
base , est une des, opérations les plus délicates et les plus im- 
portantes de la Géodésie. Il est essentiel qu'une base ne soit 
pas trop petite , qu’elle soit établie sur un terrain de niveau , 
ou plutôt que la ligne géodésique qui la représente , soit droite, 
et que sa longueur soit réduite à l'horizon , ou au niveau de la 
mer. Ceux qui voudraient connaître les véritables procédés à 
employer pour la mesure d’upe base , dans les grandes opéra- 
tions géodésiques , les trouveront développés dans le grand 
ouvrage de M. Dtlambre , et dans le Traité de Géodésie. 

Un plan est orienté , lorsque l’on connaît l’angle qu’une 
de ses lignes principales fait avec le méridien terrestre, parce 
qu’alors on peut assigner la place de chaque objet à l’égard 
des quatre points cardinaux. Cet angle que l’on nomme 
azin\uth , donne la direction des cotés du triangle par rapport 
à la méridienne terrestre. * ' 

Lorsqu’on ne s’attache pas à une exactitude rigoureuse , 
on peut former le canevas d’une carte de la manière suivante ; 

Soient A ,• B , C , D , F , G , H , K , L les points fondamentaux 
d’un plan, points qui sont représentés par des signaux naturels 
ou artificiels que l’on établit convenablement, en faisant la 
reconnaissance du pays. On dessinera à vue tous. les objets 
sur un croquis ou brouillon , sur lequel on doitmoter les diffé- 
rentes mesures que l’on prendra dans le cours des opérations , 
et l’on y tracera la base AB , des extrémités de laquelle on 

aperçoit plusieurs des points CDF , ayant soin , comme 

nous l’avons déjà observé, que cette base ne soit pas trop 
petite par rapport à la distance de ses extrémités aux points 
visibles. Ensuite on mesurera au point A les angles CAB, DAB, 
HAR, FAB, GAB. Ces observations étant faites à la première 
station A , on ira -en faire de pareilles à la seconde station B , 
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c’est-à-dire qu’on relèvera les angles CBA, DRA , IIBA, FBA, 

GBA ; enfin , on mesurera la base, AB. On voit que , de cette 
manière , on connaîtra dans chacun des triangles ACB , ADB . . . 
un côté et les angles adjacens. On calculera donc facilement 

les distances AC , CB , AD , DB j à l’aide desquellea , et 

de la base AB , on déterminera sur le mis au net , et d’après 
l’échelle adoptée , les positions respectives des points C , D , 

F, G , H , soit par la méthode si connue des intersections, 
soit par le moyen d’un rapporteur qu’on trouve dans tous les 
étuis de mathématiques. 

Il reste à placer sur la carte les points K , L qui n’ont 
pu être aperçus du point A , mais qui peuvent l’être des points 
B et H. A cet eifet, on considérera BH comme une nouvelle 
base qui servira pour lier ces nouveaux points au premier 
système , en observant les angles KHB , LHB , KBH , LBH , 
parce qu’on connaîtra de même dans les triangles KHB, LHB 
deux angles et un côté.. Il ne sera pas nécessaire de mesurer 
la distance* BH , puisqu’elle est donnée par la solution du 
triangle AHB. 

Mais lorsqu’on fait dépendre la positio’n d’un point de celles 
des autres points déjà placés, il arrive qu’une erreur déjà com- 
mise dans la détermination graphique de l’un d’eux, influe* 
sur la position de tous les autres points subséquens. Mais en les 
fixant à l'aide de. leurs distances à deux droites fixej , par 
exemple à la méridienne du lieu de la carte et à sa perpen- 
diculaire (_Astr. élém. de Biot, n® aSy), on rend leurs posi- s 

tions indépendantes les unes des autres. Cette méthode exige 
alors que l’on calcule les distances dont il s’agit au moyen des 
triangles et de Vazimuth d’un des ÇÔtés de la chaîne. 

Pour fixer les idées à ce sujet , soit AX la méridienne du Fig :>4». ' 
lieu A , et AY la perpendiculaire , et supposons que les trian- 
gles AMM', AmM', etc. fassent partie d’un réseau trigono- 
métrique : on demande les coordonnées des points m , M , 

M', etc. , c’est-à-dire les distances aux droites AX et AY 
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des points m , M^, M*, etc. , lesquelles sont Ap et pm , AP et 
PM, AP' etP'M', etc. Si l’angle mAP est l'azimuth observé, 
il est clair que tous les triangles seront orientés , et que l’on 
connaîtra aisément les autres azirauths MAP, M'AP', etc., 
puisque les angles MAM', M' Am sont connus. Ainsi en tnenant 
par les sommets de tous les triangles de la chaîne des paral- 
lèles à la méridienne et à sa perpendiculaire, les côtés du triangle 
du réseau , seront les hypoténuses des triangles rectangles que 
l’on sait résoudre. Par exemple , la résolution des triangles rec- 
tangles APM , AP'M' donnera les valeurs des coordonnées ou 
des distances AP et PM , AP' et P'M' des points M et M'. La 
résolution du triangle M'M."ô fera connaître .les distances 
iM", ôM', et comme les distances du point M" sont AP", P"M", 
on aura 

AP" = AP' -f iM' , P*M* = P'M — iM*. 

Pareillement , lorsqu’on aura calcule les distances dM", 
on aura 

AP*=AP*-fdM'; P*M'"=P*M" + dM*, 

-et ainsi du reste. 

C’est de cette manière que les distances des lieux de la 
France à la méridienne et à la perpendiculaire qui passent 
par l’Observatoire de Paris , ont été calculées pour former la 
carte de cet Empire. 

Après avoir ainsi formé le canevas d’un plan , il reste à figu- 
rer tous les objets qui doivent couvrir la *urface , comme les 
masses de maisons , les rivières, les ruisseaux , les chemins , 
les limites des différentes cultures , en un mot , toutes les 
propriétés particulières. En général , il y a deux manières de 
lever les détails. La première est de tracer autour de l’espace 
à figurer , un polygone quelconque du plus grand nombre pos- 
sible de côtés , puis d’abaisser des perpendiculaires de toutes 
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les sinuosités du terrain sur ces côtés pris pour bases. La se- 
conde qui facilite singulièrement révaluation des surfaces 
~ agraires , est d'abaisser des perpendiculaires de tous les angles » 
du périmètre des masses à lever , sur des lignes directrices ou 
bases que l’on rattache aux côtés des triangles du canevas. Il 
est de règle , en topographie , de projeter toutes les surfaces 
sur un plan horizontal par des perpendiculaires à ce plan , ou 
de faire la projection orthogonale du terrain : c’est ce que les 
arpenteurs nomment méthode de cultélLation , préférable à 
celle que l’on nomme méthode de développement. En effet , 
il serait impossible de faire raccorder les parties d’un plan 
dont les unes auraient été mesurées dans le sens horizontal et 
les autres suivant la pente du terrain ; d’ailleurs il est reconnu 
• que le produit de la culture n’est pas toujours proportionnel . 
à la surface : en effet un champ placé sur un coteau ne pro- 
duit pas autant qu’un champ de même superlicie et de même 
qualité , situé en plaine. Ainsi, pour faire légalement le par- 
tage des terres , il faut , au lieu de les diviser en parties 
égales , si telle est la condition , les diviser en parties qui 
■oient entre elles en raison inverse de leurs produits. 

Après ^oir formé les détails d’un plan par l’une des mé- 
thodes exposées précédemment , on procède aux calculs des 
superficies des diverses propriétés particulières , et il est un 
moyen de s’assurer de leur exactitude, c’est d’évaluer en masse 
retendue superficielle de la totalité du plan , opération qu’il 
est aisé d'^ectuer , puisque par le mode de construction du 
canevas trigonométrique , il ne s'agit que d’évaluer les aires 
des triangles et des trapèzes rectangles dont le canevas est 
composé. 

Mous proposerons pour exemple , de déterminer l’aire du 
polynôme quelconque ABC , dont on connaît les distances 
des sommets des angles à la méridienne AX et à la perpen- 
diculaire AY. 


■>. 
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Ak=i i",6 ; KA=8,4 } Bfc=:i3 ; Akâ=ai,45 ; Cc=8 ; écsiS ; 
D(2=19,4 ■, cd=7 J df— 6,4 ■> Hi =5 ; Ki=io ; /fe=i8,4 ; 
Ggp=8,a ; Jg=26,85 ; F^i 4 -, gf=zi 1 ,4 j EX =4 ; 
fX .=5 ; NX =3 , 

on aura * 


aire ('AKA ) = (11,6) 

(4.2) = 

171. e 

48,7a 

aire ( ABé ) =* (at,45) (6,5) = 

139.4a 

aire ( BCcô J = (ai) 

(7.5) = 

167,50 

aire ( CDdc ) = (18,7) 

(7) = 

95.90 

aire ( J)df ) = (19,4) 

( 5 , 2 ) = 

62,08 

aire ( KHi ) = (5) 

(5) = 

a5,oo 

aire ( hIGg ) = (i3,3) (a6,85) = 

357, 10 

aire ( GF/g) = (11,1) 

(n.4) • = 

ia6,54 

aire (FEX/) = (9) 


45,00 

• 

Somme = 

m.c, 

1067,26 

aire ( ENX ) soustractive 

=5X2 = 

6,00 


aire eiFective du polygone = toSi,90 

Si le terrain à mesurer était terminé par une ligne courbe , 
on abaisserait sur la base AX menée intérieurement, autant de 
perpendiculaires qu’il serait nécessaire pour pouvoir considérer, 
•ans erreur sensible , le périmètre comme un assemblage de 
petites lignes droites , et le calcul de la superficie se simplifie* 
rait beaucoup , en rendant toutes ces perpendiculaires équidis- 
tantes. Car , dans ce cas , l'aire cherchée est égale au produit 
de la distance commune de ces perpendiculaires par la somme 
faite de la demi-somme des perpendiculaires extrêmes , et de 
la somme des perpendiculaires intermédiaires. 

Si on n’a fait que mesurer les angles et les côtés du poly- 


« 
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gone ABCDE , dans le cas où «n aurait une faible erreur en P'g *44> 
plus ou en moins sur la somme des cinq angles du pentagone , 
donnée par l’observation, on diminuerait ou* on augmenterait 
chaque angle de cette erreur , divisée par le nombre des côtés , 
en supposant toutefois que les angles aient été observés dans le 
même plan et aux sommets A, B , C, D,E. II est aussi né- 
cessaire de vérifier sur le«terrain , si les longueurs des côtés 
Bont exactes. A cet effet, on inscrit- le polygone dans le rec- 
tangle xyzt ,• dont on détermine les quatre côtés dans les 
triangles rectangles BCx , DCj^ , EDz , EAt , dans chacuif 
desquels on coAnaît l'hypoténuse et les angles , et on recon- 
naît qu’il ne s’est glissé aucune erreur dans la mesure des 
côtés, lorsque les côtés opposés des rectangles sont égaux. 

Cette vérification faite , de l’aire du rectangle on retranchera 
la somme des aires des quatre triangles BCx , CE^ , DEz ; AEt, 
et la différence sera l’aire du polynôme. 

Ce que nous venons de dire sur je levé des plans et sur 
le calcul des surfaces , nous paraît suffisant dans un ouvrage 
de la nature de celui-ci : les Traités de Géodésie , de To^ 
pographie de Puissant , et l’ouvrage de M. Pommiers , à 
t usage des ingénieurs du Cadastre, forment une doctrine com- 
plète à ce sujet , et réunissent d’ailleurs plusieurs théories 
importantes développées en faveur des ingénieurs qui exécutent 
de grands travaux géodésiques. 

Problème LXXXXVIII. 5o/t un poi/it Z? élevé, gu'onpuisse 
voir de trois autres points donnés E , G , F , et qu'en E , G , pjg ,^5 
F on ^ait observé l'angle que fait le rayon visuel mené au 
point D avec la verticale ; trouver la projection du point D 
sur le plan horizontal et sa hauteur au~ dessus de ce plan. 

On choisira pour plan horizontal le plan PQ qui passe par 
1 un des points donnes F , et puisque les deux autres points 
G et E sont donnés , on en aijra les projections G', 'E' sur 
ce plan. 

ME , LF , IG étant les trois verticales des points E , F , G , 
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et ED , FD , GD les rayons visuels menés de ces points au point 

t) , on connaît les angles DElîï , DFL , DGIÎ 

Concevons maintenant que le rayon visuel ED tourne autour 
de la verticale EM , en faisant constamment avec elle le même 
angle ; il engendrera un cône droit , sur la surface duquel le 
point D sera -nécessairement placé. Il se trouvera aussi sur la 
surface de chacun des deux autres cônes droits engendrés 
par les rayons visuels FD, GD tournant sous les angles LFD, 
IGD autour des verticales FL , GI. Le point D ^ra donc placé 
« l’intersection de ces trois cônes. . ^ 

Pour obtenir cette intersection en projection horizontale , 
on imaginera des plans parallèles au plan horizontal } les sec- 
tions dè chacun des cônes par ces plans , seront des cercles qui 
auront pour rayons les perpendiculaires abaissées des points od 
chaque plan coupant rencontrera les rayons visuels , sur l’axe 
de chacun des cônes ; les projections horizontales de trou 
cercles déterminés par«m plan coupant, seront visiblement 
des cercles égaux à ceux de l’espace. Si donc on décrit des 
centres E' , F et G' trois* cercles -qui se coupent en un point, 
ce point H sera la projection horizontale du point D. Au moyen 
du rayon FH , on trouvera facilement la hauteur HD , en 
menant par H -une verticale jusqu’à la rencontre de l'un des 
rayons visuels. 

Problème LXXXXIX. Un observateur placé dans un ballon 
supposé fixe , veut déterminer sa position. 

A cet effet , il mesurera les angles que font entré eux trois 
rayons visuels menés à trois points connus : ainsi les angles 
. rig.î45. EDF , GDF , GDE seront connus , et nous supposerons qu’on 
ait pris pour plan horizontal celui des trois points G , F , E ; 
on a donc alors la base et les angles entre les arêtes d'une 
pyramide , et il s’agit de trouver la projection horizontale du . 
< sommet de cette pyramide , ainsi que sa hauteur. 

Soit EGF la base de la pyramide : on décrira sur les côtés 




ET PROBLÈMES. 317 

EF, EG , GF des segmens EK.F , ERG, GOF capables 
des angles^bservés entre les arêtes DE et DF , DE et DG , 

DF et DW Le segment EK.F , par exemple , tournant 
autour de EF engendrera un corps dont tous les points de 
la surface seront tels , que si de chacun d’eux on^ mène deux 
droites aux points E et F , ces droites feront un angle égal à 
l'angle observé : le polht cherché D sera donc sur cette surface ; 
il sera pareillement snr deux autres surfaces de révolution, en- 
gendrées^ar les segmens ERG , GOF tournant autour des axes 

EG, GF. 

• 

Il s’agit*donc de trouver la projection horizontale d’un point 
qui appartienne à ces trois surfaces. 

A cet effet , nous résoudrons le problème suivant. 

Problèmç_C. Tracer la projection horizontale de l'intersection 
de deux surfaces de révolution dont les axés sont dans un 
même plan. 

SK. et SI sont deux axes autour desquels les deux courbes 
EX , FY .sont assuieties à tourner ; ces courbes , dans ce mou- pjg 
vement, engendrent deux surfaces de révolution qui se. coupent 
suivant une certaine courbe dont on demande la projection 
horizontale , ou la projection dans le plan des deux axes de 
révolution. 

Du point S comme centre , avec un rayon arbitraire SI , 
décrivons un arc INMK j cet arc coupera les génératrices 
I deux points N et M ; dans le mouvement autour 

de 1 axe SK, le point N décrit une circonférence dont la 
rayon est la perpendiculaire NH à SK , et dont le centre est 
en H , circonférence qui e.*rt sur la surface de la sphère en- 
gendrée par la révolution autour de SK de la circonférence 
dont 1 arc KMNl fait partie. Cette circonférence du rayon 
NH est donc la commune section de la sphère et de la sur- 
face de révolution dosit EX est la génératrice. De même la 
circonférence du rayon MG , perpendiculaire sur SI , est la 
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commune section de la surface de révolution dont FY est la 
génératrice , et de la même sphère considérée ccmme engen- 
drée par la révolution autour de SI de la circonférence dont 
l’arc INMK fait partie. Donc l'intersection des deux circon- 
férences de» rayons NH et MG est un des points de l'intersec- 
tion des deux surfaces de révolution. Or les cercles des rayons 
NH et MI sont verticaux , et ils coupftit le plan horizontal 
suivant NH et MI ; donc l'intersection L de ces traces est un 
point de la projection horizontale de la courbe d'intersection 
, des deux surfaces. 

Ainsi , dans le problème précédent, on déterminira les pro- 
jections horizontales des trois surfaces de révolution, consi- 
dérées deux à deux , et le point dans lequel ces trois courbes 
se couperont, 'sera la projection horizontale cherchée du som- 
Fi;.a{6. met de la pyramide. Connaissant cette projection L, on mènera 
la perpendiculaire LMN à EF , ensorte que LM sera le côté 
de l’angle droit , et MN l’hypoténuse d’un triangle rectangle 
qu'on construira , et dont l’autre côté de l’angle droit sera' la 
hauteur cherchée de la pyramide. 



\ 
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De la courbe trisectrice ou de la courbe qui donne 
. la trisection de V angle* 

I 

Théorème LXXVI. Soit un triangle isoscète ABC , dans 
lequel on aitAB=^BC, et l’angle B plus petit que le tiers de 
la demi-circotdennce •• si du sommet A , avec un rayon— AC , 
on décrit un arc qui coupe CB en E, ft qu'on joigne AE , le 
triangle CAE sera semblable au tricmgle ABC. 

Cette proposition sera facile à démontrer : nous nous bor- 
nerons à observer lorsque l’angle B est plus grand que 
le tiers de la demi-circonférence, l'arc décrit du point A Comme 
centre, avec AC pour rayon, ne peut plus rencontrer que le 
prolongement de CB , puiaqn’alors le côté AC excède chacun 
des côtés égaux BC , BA. 

Théorème LXX\I1. Dans le triangle isoscèle BAC, si du 
sommet B de l’angle intercepté entre les côtés égaux , comrtte 
centre , avec un rayon BE plus petit que l’un des côtés égaux, Fig.ï^g. 
et plus grand que la perpendiculaire BO , l'on décrit un arc 
de cercle EN IR, qui coupera nécessairement CA en deux 
points _N et I ;^e dis que les longueurs Al , CN feront égales. 

Menons ER ; o# auraVR BA ” BE ; BC j donc ER est 
parallèle à CA;- donc EN =RI, et les deux triangles lAB, 

N CB sdnt égaux , comme ayant un angle égal compris entre 
deux côtés égaux. 

Théorème LXXVIII. Soient les deux triangles* isoscèles 
semblables ABC , CAE, qui sont ceux de fc Jigure 248, y ig.aSo. 

du sommet B , comme centre , avec B A comme rayon , on 
décrit la demi-circonférence ACOR, et que l'on prolonge le 
côté AE jusqu'à la rencontre en O de cette demi-circonfé- 
rence , tare ACO sera triple de AC. 

• 

En elTet l'arc AC est la mesure de l'angle au centre ABC ; 
la moitié de l’arc CQ est la mesure de l’angle CAE ABC : 

ai 


Digitizéd by Google 



9ao THÉORÈMES ■ 

donc l’arc CO est double de l'arc AG : donc l'arc ACO est 

' é 

triple de l’arc AC. 

Lorsque l’arc en B est le liera de la deini-circopférence, le 
triangle ABC est équilatéral, et le triangle CAE qui l’est aussi, 

, se confond avec le premier ; l’arc COR est double de AC ; 
conséquemn^ent l’arc ACOR est triple de l’arc AC soutenda 
par le côté de l’hexagone , ce qu’on savait déjà. v. 

Ainsi, pour avoir un ara ACQ^ triple de AC, on cherchera 
le centre B de cet arc, et après avoir joint BC,- du point ^ 
comme centre , avec AÇ comme rayon , on décrira l’arc CE, et 
prolongeant A£ jusqu’à Ig.fçncqntre en Ode la,circoi^érence , 
on aura iTàrc ACO = 3wc AC.' » . • • 

• e,' • ‘V -é , * • ^. . . , r -a T »*♦ «-i t .. 

Théorème LXXIX.1 iSit point A comme centre y avec 
aSo. AB=B C comme rayon , an décrU>la demi-circonférence BIDMy 
et si l'on prolonge B C jusqu en P, on tùuard PEz=s. BC~ 

Le triangle BAP est noscèle , et sa base BP eit coupée en C 
et £ par un arc décrit de A comme centre , avec' AC comme 
rayon : donc PC = BE ; donc autel PE = BC. « > 

"Ainsi-, au lieu de déterminer le point £ , conune nous 
l’avons fait plus haut , on prolongera BÇ ji^qu’en P ; puis 
à partir du peint prenant sur PB une partie PE égale à 
BC , on aura E qui détermine kn^otde <^£0 -de l’arc; triple 
de AC. -*..**> 

L’angle B ^ d’abord moindre que ,1e tiers de la demi-cir- 
conférence , venant à augmenter jusqu’à cp tiers , le pro- 
longement CP diminue, P s’approche de C , et en&n les deux 
points P et C se^confondent dans l’intersection J des deux cir- 
- conférences ; ensorté que comme on prend toujours P£ =BC , 
le point E coincide alors avec B , et le triple de AC ou de AI 
; «st la demi-circonférence. 

f • 

Nous étendrons cette construction jusqu’à l’arc égal aux deux 
tiers de la demi-circonférence. Supposons l’angle B entœ le 
tiers et les deux tiers de la demi-circonférence , et soit l’arc 
AC' égal au quart de la circonférence : tirons la corde AC 
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de l’arc AC^ qui mesure cet angle , la circonférence, AC'RO' 
étant toujfrtirs décrite de B comme centre, avec BA= BC' 
comme rayon , l’arc décrit de A comme centre , avec AC' ^'8 *5r. 
comme rayon , coupera le prolongement de C'B en E' : si 
par les |>oints A et E', on mène la ligne AE' prolongée jus- . 
qu’à la rencontre de la circonférence en O' ou E' , l’arc 
AC'RO' égal aux trois quarts de la circonférence , sera triple 
de l’arc AC, qui en est le quart. C’est ce qu’il sera facile de 
prouver , en observant que les triangles C'AB , C'AE', toujours 
isoscéles , ont un angle commun en Cf. 

il est visible que l'angle ABC" étant les deux tiers de la 
demi-circonférence , la ligne AE* devient tangente en A ; 
et, en effet, l’arc triple de AC* est alors la circonférence 
entière. 

Théorème LXXX. Si du point A comme centre , avec le 
rayon ABz=.BC, on décrit la circonférence BlDMB qui ** 
coupe aux points P et B , la base C E du triangle isosctle 
CAE , on à PEz=BC. 

La démonstration de cet énoncé qui ^’cst que le pjécé- 
dent généralisé , est facile , et I 4 proposition est vraie , quel 
que soit l’angle B. 

Dans les augmentations de B jusqu’à l’angle droit ,* c’est 
toujours le cAté BC ( lîg. s5i) qui est coupé par la circon- , 
férence BIDMB. Lorsque B est droit (Gg. a5i ), auquel cas 
BC' est une tangente en B à la circonférence BIDMB , le 
point P ou P' tombe en B , et il faut sur le prolongement 
de C'B ou de C'P', porter, à partir de P' ou de B , une lon- 
gueur égale à BC' ou P'C' : alors on a l’arc AC'RE' égal aux 
trois quarts de la circonférence , lequel est bien le triple de la 
mesure d’un droit,; lorsque B excède un droit , cette intersec- 
tion est en P sur le prolnngemen^de BC (Gg. a5i ) : il faut 
toujours porter PE = BC en sens contraire de BC. Le lieu 
de tous ces points £(Gg. u5i et aSa ) est une courbe que 
nqus nommerons trisectrice , parce gu’elle sert à diviser en 
trois parties égales un angle ou un arc donné. 
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‘ Nous résumerons la génération de la 'courbe trisectrice, et 
nous complèteroi^s sa description, en nous plaçant dans la 
division sexagésimale du cercle. 

Qu’on imtigine du point A des cordes à tous .les points 
. de la circonférence dont le centre e;t en B«, si du mêine point 
Fig.a53. ^ ouvertures de compas égales aux cordes des arcs 

tiers, on coupe celles des«rcs triples , la suite de ces inter- 
sections sera la courbe trisectrice AKBEFGHBIA. 

Ainsi , par exemple , si l’arc tiers est de ao*, auquel cas l’arc 
triple est de Go°, le point K sera l’interseétion de la corde de 
6 o° par celle de ao®. 

Mais lorsqu’on a employé toutes les cordes des arcs tiers 
depuis O jusqu'à i ao° pour couper celles des arcs triples , ou 
a fait en arcs triples un tour de circonférence , et , en même 
temps, on a tracé la portion ANBDE de la courbe en question. 

Si donc on voulait employer en cordes d’arcs tiers , celles-des 
arcs qui excèdent lao®, ou , en d’autres termes, si on voulait 
continuer la trisectrice au-delà du point E, le problème de la 
trisection s’étendrait , ainsi que l'exige l’analyse , à des arcs 
plus grands que la circonférence. 

^ Ainsi pour des cordes , à partir de celje de 1 30® jusqu'à celle 
de 180®, considérées comme cordes d’arcs tiers, les intersec- 
tions avec celles des arcs triples , auront lieu depuis E jusqu’en 
F; et il faut bien observer que si, par exemple, l’arc tiers est 
de 140°, auquel cas l’arc triple est de 4^0®, ou de 3Go®-f-6o°, 
l’intersection sera sur le prolongement de la corde de Go®, c’est- ^ 
à-dire entre E et F en R'. • , 

On n’a encore employé que les cordes des arcs tiers de o® 
à 180®, et comme la corde de« ce dernier arc est un maxi- j 

mum , le point F est le {J^s éloigné du point A , et la distance î 

. AF = a ,'en supposant i,le rayon du cercle; pour ce point, | 

l’arc triple est d’une circonférence et demie. \ 

Pour construire le point de lai trisectrice , qui correspond , j 
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par exemple, à l’arc de 260®, considéré comme tiers , on ob- 
servera que , comme l’arc triple est de deux circonférences 
plus 6o®, dont la corde est encore celle de 60®, il faudra 
couper cette corde prolongée par un arc décrit de A comme 
centre, avec la corde de 260® qui n’est que celle de 100°, et 
alors on aura le point K". 

Ainsi lorsqu’on emploie les cordes des arcs de 1 80® à 36 o®, 
considérés comme’ arcs tiers, on continue la trisectrice , et on 
en décrit la portion FGBA. 

On a donc reipavqué que la corde d’un arc triple fait trouver 
trois arcs tiers difierens ; car celle de So® rencontrant la tsisec- 
trice dans les points K , K' et K", si de A comme centre, avec 
des ouvertures de compas AK, AK', AK' ymîne rayons , on 
décrit des arcs de cercle jusqu’à la circonférence dont le centre 
est B , on aura les points m , m, m", tels que les arcs Am, Amm', 
Amm'm’ seront les tiers de So®, d'une circonférence plus 60®, 
de deux circonférences plus 60®. 

Ainsi cette trisectrice , pour être complète, c’est-à-dire pour 
résoudre le problème avec toute l’étendue qu’il comporte et 
que nous donne l’analyse , doit répondre à trois tours de cir- 
conférence , ou êtrS le lieu des intersections des cordes des arcs 
de O® à trois circonférences , pris comme étcca triples , par celles 
dés aros tiers, «ou de o® à 36 o®. 

• ^ 

On observera «nfin que , jiour les arcs triples de 0® à 180°, les 
intersections sont au-dessus de BF , et qu’elles forment la por- 
tion ANB ; que de 1 8o* à 36 o®, elles sont au-dessous de BF , 
et qu’elles donnent BDE; que de 3 Ço® à 3 b‘o®*J- i8o‘, elles 
forment la portion EF; que de 3 So®-f- i8o® à deux foi| 36 o®, 
elles sont au-dessus de BF, et qu’elles donnent la portion FG ; 
que de 2 fois 36 o® à 2 fois 36 o -f- 180°, elles îoft encore au- 
dessus de BF, et qu’elles prolongent la courbe de G en B ; 
enfin que de a fois 38 o® -f- 180® à 3 foisSGo®, elles complètent 
la courbe^ en composant la portioii BlA. 


\ 
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Si l'on pliait la figure suivant l’axe BF , les portioijs inférieures 
de la courbe Vappliqueraient exactement , point pour point , 
eue 1^5 portions supérieures ; cette symétrie résulte évidemment 
de “la construction. 

Mais des théorèmes LXXIX et LXXX, résulte cette seconde 
construction de la courbe : qu'on décrive une antre circonfé- 
rence de A comme centre, avec AB pour rayon; qu’on imagine 
de B des cordes à tous les points de cette seconde circonférence, 
et que , de l’extrémité de chacune d’elles , de R , par exemple , 
on porte RL = RK = rayon du cercle, les extrémités L etK 

seront à la trisectrice. * • 

• 

Ainsi les distances RL et RK sent partout égales entre elles et 
au rayon du cercle, propriété qui donne en même temps deux 
points de la courbe , et de laquelle nous ayons tiré son équation 
polaire. 

On est naturellement conduit par cette seconde construction 
de la courbe par points , à sa description par* un mouvement 
continu. 

Si l’on conçoit un bras de levier BAF, d’une longueur égale 
à trois fois le rayon du cercle dans lequel on opère la trisec- 
tion des angles , et qu’on assujétisse le poitft M du levier , à se 
mouvoir suivant la clKonférence MRBR'M qui sera la directrice 
du mouvement , et ce bras de levier à passer cnatinueljeraent 
par B dans toutes ses ptfcitions ; qu’on suppose en A et F deux 
points déciivans , ou deux styles , F décrira la branche FG , 
pendant que A décrira la branche ANB. Le levier étant arrivé 
dans la direction LRB ; par exemple , l’pxtrémité B aura été 
repoussée en'B', de manière que la partie BB' ajoutée à BL 
fasse frois rayons, ou la longueur primitive BF. On a aussi B/ 
plus son prolongement BB' égal à trois rayons. 

Le lieu des points B' est une nouvelle courbe qu’il importe 
d’examiner. 

Lorsque les points décrivaus F et A sont , le premier en G , 
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le lecond en B , ce qui arrive lorsque M a parcouru l'arc 
MRM', le point B' est sur le prolongement de la tangente 
GM'B , de manière que BB' soit un rajon , puisque BG vaut 
deux rayons. Le point M arrivant en B , le style F est en H , 
le style A en D , et le point B' en Y, ensorte que HY soit 
toujours trois fois le rayon. Lorsque le point M continue à se 
mouvoir suivant l'arc BR'M , le style A qui était en D , trace 
l'arc de trisectrice DEF , et le style F qui était en H , trace 
l'arc HBIA. Alors le bras de levier est placé en sens contraire, 
puisque le point décrivant F est en A , et que A est en F : 
conséquemment B , ou le point correspondant de la courbe 
des points B', se trouve à gauche de F, c’est-à-dire , en X oà- 
se termine la courbe des points B>', à une distance AX du point 
A, égale à trois rayons, ou à une distance FX du point F , 
égale à un rayon. 

Ainsi , avec deux styles , on décrit toute la trisectrice , ' le 
point M ne faisant qu’un tour de circonférence ; et alors la 

courbe des points B' n'est pas fermée. 

• * 

Supposons maintenant* qu’on n’ait que le seul style F, tout 
d’ailleurs restant le même : le point M ayant parcouru l’^c 
MRB, le point F a décrit FGH ; lorsque M a achevé son tpuc 
de circonférence. , F qui était en H , a décrit HBIA , et 
le point B a tracé correspondamment la portion de courba 
BB'B'YX. Alors le levier se trouve dans une position- contraire, 
car B est en X et F en A , M est de retour ei^ M. Ce point M 
continuant à se mouvoir suivant MRB , F qui est en A , décrit ' 
ANBD , de sorte que le point F est en D , et la courbe des 
poirUs B' se troure tracée jusqu’à Y'. M qui est B , achevant 
son second tour de circonférence , le style que nous avons 
laissé en D , termine la trisectrice par l’arc DEF, de sorte 
• que levier se retrouve dans sa première position , c’est-à-dire 
que la qourbe des .points B' vient se fermer en B. 

Pour décrire la totalité de la trisectrice avec un seul style, 
il faut donc faire faire au point M deux tours de circonférence ; 
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mais alors , ainsi qu'on vient de le voir , -la courbe des points 
B' est fermée , et cette courbe est , comme la trisectrice , 
divisée symétriquement par la ligne BF. Nous afons cru inutile 
de tracer la totalité de la courbe des points B', parce qu’il 
est facile d’en suivre le cours d’après sa génération. 

Au .moyen de cette courbe seule, on peut avoir un arc 
^riple par son tiers -, car Am étant l’arc donné , on mènera 
mBB' ; puis , à partir de B', on prendra B'K = rayon , et 
* menant la ligne AK prolongée jusqu’à la circonférence en M', 
on aura arc AmM' — 3Am. 

Archimède , dans ses lemmes , proposition VIII , a démontré 
ce théorème : . 

Théorème LXXXI. Si une corde AB d’un cercle est pro— 
Fig a54. ti l’on fait BC égal au ray on de ce cercle; si ensuite 

on joint le point C et le centre D du cercle , et si Von prolonge 
CD jusqu’en E , l’arc A E sera le triple de Tare B F. 

En effet, menons £G parallèle à AB , et joignons DB , DG. 
Puisque l’angle DEG est égal à l’angle DGE , l’angle CDG sera 
double de l’angle DEG. Mais l’angle BDC est égal à l'angle 
BCD , et l’angle CEG égal à l’angle ACE ; ddhc l’angle CDG 
sera double de l’angle CDB , et- l’angle entier BDG sera triple 
de l’angle BDC -, donc l’arc AE qui est égal à BG , sera triple 
de l’arc BF. 

Fig.a56. U est aisé ïnaintenant de déduire de là un procédé pour 
trouver le tiers d’un arc donné. On imaginera du point A 
des cordes AB à tons les points de la circonférence, et on 
prolongera chacune d'elles d’une longueur fiC ég^le au^rayon 
du cercle ; le lieu des points C sera une courbe ÇC'C", etc. 
Cette courbe étant construite, qu’on veuille trouver Ij tiers^ 
de l’are AmE , on mènera par E et par le centre D une droite 
EFG prolongée jusqu’en C , puis on joindra C et A y l’arc BF 
ainsi déterminé, sera, d’après le théorème précédent, Ip tiers 
de l’arc AmE. - 
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Pour avoir les points extrêmes M et N de la courbe , on 
mènera au point A une tangente indéBnie sur laquelle on 
prendra , à partir du point A, AM = AN = rayon. En eflet, 
le triangle ADM étant isoscèle , l’arc AR est de 4»*> tiers de 
l’arc A£L qui est de i35®. Cette courbe MCC'C* . . ,N est 
une portion de la trisectrice complète , comme il est aisé de le. 
reconnaître. 

La trisectrice donne donc la solution graphique de ces deux 
énoncés : 

1 °. Etant donnée la corde d’un arc , trouver celle de l'arc 
triple. 

a*. Connaissant la corde de l’arc triple , trouver celle ^de 
Parc simple, ou connaissant la corde d’un arc , trouver celle 
de son tiers. 

Pour écrire algébriqueqtent cette dernière question , soient Fig.sSo. 
AO la corde d’un arc , et AC ou AE celle de son tiers. Ayant 
prolongé CB jusqu’à la rencontre de la circonférence en N , on 
aura deux cordes CN et AO qui se coupent dans un Cercle et 
qui donnent cette propriété 

AExEO=CExEN (i). 

e 

Mais d’ailleurs des triangles isoscèles semblables CAE, CAB, 
on déduit, en désignant le rayon AB par r. 


• et on a 

donc 


donc si l’on désigne l’arc AO par <p , et conséquemment l'aro 
AC par ^ cord. { f par x et cord. 9 par m , on trou-* 


CE = Ç^, 

r 


EN == r -f- EB , EB — r 
EN = ar — ; 


— CE; 
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jTera après les substitutions dans (i) et les rédactions / 


X* — 3r"x -f- mr* = o. 


Mais si oli veut en revenir à l’équation donnée par le problème 
de la Trisection de l'angle, qu’on fasse cos^f et coaf=a: 

‘ on aura ces deux proportions 

ar : X î: » : r — , ar l m i: m : r — a, 

d’où l’on déduit 

jc* = ar(r — ji»); m* = ar(r — o): 

« 

nfultipliant (a) par x ; faisant ensuite ces substitutions , puis 
élevant au quarré et réduisant, on trouve enfin 

, 5 ' fa 

* 

e’t , dans l'hypothèse r = i , 

^ 3 a " - - 

f -4 = ° 

équation qui a pour racines les cosinus des arcs tiers de ceux 
dont le cosinus est a. I 

. Voyez , sur ce sujet , les Recherches analytiques que j’ai 
consignées à la suite d’un ouvrage sur la Trisection de l'Angle, 
par M. Azémar (*). 


{*) Cet oamge se ironve à Patis , chei Courcitr, impiimenr'libraite , 
des Augustins, 5;. 
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Des Tangentes aux Courbes du -premier ordrp 
ou aux lignes du sdtond degré. 

La néthode que nous allons exposer , s'applique avec avan- 
tage à l'équation la plus générale du second ^egré entre deux 
variabl^ 

Soit donc l'équation aux coordonnées rectangulaires 

Ay + Bxy + Cx*-f Djr -l-Ex + F 4=0., . . . .(i) ; 

le point M' auquel on doit mençr J/t tangente , ayant pour 
coordonnées a/ , jt, ces coordonnées satisferont à l'équation gé- 
fiérale (i) ; on aura donc en même temps 

A/» + Bj/y + Ca/* + Dy + Ex' + F = O (a) . 

L'équation de la sécante SM'M", sera 

(3)....^— y=a (x — x'), d'où ..(4), 

où y et X représentent les coordonnées du second point d'inser- 
section M", et a désigne la tangente de l'angle fait par la 
sécante et l’axe AX des abscisses. 

Or la portion M'M* de la sécante peut être considérée comme 
un rayon vecteur dont l’origine fixe est M'. Si donc on désigne 
par r la longueur variable M'M", et par ç l’angle dont la tan- 
gente est a , on trouvera 

y — y = r sirt ^ , X — x'= r cos ç , 

et de là 

(5)....y =y-f rsiit^, X = x' + r cos (S), 

Si donc on substitue dans (i) les valeurs (5) et (^,^et qu’on 
réduise , d’après (a) , le résultat de cette substitution , on 


rig.ase. 


1 
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n’aura plus dan» le reste que deux sortes de termes , les un» • 
multipliés par i^, les autres multipliés par r ; ensorte que l’é- 
^ahou réduite pourra ^tre mise sous la forme 

r ( rM + N) = O. 

Ces deux valeui;» de r sont le» distances de l’origine M' aux 
deux intersections et M* de la courbe avec la secante ; 1 une 
de ces valeurs de r est nulle , c’est la distance , et 

N 

l’autre M'M" est donnée par r = — jjj. Mais si l’on veut que 

" le point M" vienne coïncider avec M', auquel cas la sécante 
devient une tangente en M', il faut anéantir la seconde valeur 
de r, c’est-à-dire , suppdteer N = o. 

On est donc conduit à ce calcul très-simple : En faisant dans 
(i) les substitutions (5) et (6) , on omettra les termes inde- 
pendans de r qui reportent l’équation (a) , ef on ne calculera 
que les .coefHciens de la première puissance de r , dont la 
somme égalée à zéro , donnera pour la déterminatisn de ç , 
l’équation 

^ aAy sin ^ -j- B (a/ sin ^ cos ç ) 

-f- s cos (p -j- D sin ç ^ E co» ç = © | 


de laquelle on déduit, après la division par ces p, 

.(7)- 


By' 4- aCx' 4- E 
tang(p = a_— aAy4-Bx' -f D' 


Cette valeur reportée dans (3) donne cette équation de la 

/ 

tangente 


dans laquelle x et^ sont les coordonnées variables des points 
de la tangente, en observant que le rapport de ces coordonnées 
est le mêm^que celui des coordonnéesdu point M" qui , d abord 
sur la sécante , est maintenant sur la tangente. 
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L’équation (8) doit se ckanger en (al pour x=uf ety=^' • 
c’est ce qui arrive en effet , car elle dwent d’abord , après la 
multiplication par le dénominateur, et la transposition de tous 
les termes dans le premier membre , 

flAy* + aBxy + flCa/* + D/ + Er' = o 
— aAy* — flBj;y — aCx'» — Dy — Ex', \ 

i 

ou bien , 

Ay + Bx'y + CaT* + Dy + eV = o 
— Ay — Bxy _ co/* — Dy — ex'. 

Or la ligne inférieure n'étant autre chose que F, à raison de 
l'équation (a) , ou trouvera donc 

Ay» -h Bx'y + Cx'» 4- Dy + Ex^ F = O. 

■ Pour les courtes qui admettent un centre , l’équation gé- 
nérait peut toujours être rappelée à cette forme très-simple 
(Géom. analjt. , chap. YIII ) » 

. My -f Nx» + P = O ,* ' y 

qui n’est que la proposée , en y faisant A = M, B = o , C=N -, 
D =0 , F =o, F =P , et alors 

Nx' 

Telle est en effet , pour ce cas , la valeur connue âe la 
tangente trigonométrique de l’angle fait par sa tangente avec 
l'axe. . 

Pour les courbes rapportées à un axe principal et à une 
origine prise au sommet , l’équation générale est de la forme 


My + Nx* + Px = o, 


et alors A = M,B=o, C = N, 
d'où l’on déduit 

tang 9 = a = — 


D = o,E=P,F=o; 
Nx' + P 

My • 
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Pour N = O 


ce qui le cas de la parabole , 


tang P = a 


P 

My 




Aux points de la courbe pour lesqus\.s la tangente est pa- 
rallèle à l'axe des y , ou perpendiculaire à celui des x , la 
tangente trigononiétrique a devient infinie. Ainsi, d’après l'ex- 
pression (7) , on a , pour ces points , la relation 

flA/ + B/ + D ;=! O , d’où y = — ^ a?' — 


Si l’on porte en place de y' cette valeur dans l’équation (a), 
et qu’on la résolve , on obtiendra deux racines x dont l’une 
est maximum et l’autrè minimum; ces abcisses seront celles 
des points extrêmes de la coufbe dans le fens de l’axe des 
abscisses. Pour la parabole çaractérisée par B“ — 4AO=o, 
les deux valeurs de x se réduiront è une seule. Quant au:^ 
points extrêmes de la courba, dans le sens des , on les dé- 
duirait de l’égalité à zéro du 'numérateur (7) , ê’est-à-dire de 
d’équation , 

By + aC*' -f- E == O , 

combinée avec l’équation (a). 

On pourrait proposer de mener par un point extérieur une 
tangente aux courbes de l’équation (1) ; mais les calculs sont 
tellement pénibles qu’on ne peut les effectuer que dans des 
hypothèses sur les cOefhciens , qui altèrent la généralité de 
l’équation. 


FIN. 
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NOTES. 


Sur la Proposition VII j liv. IV des Réciproques'» 


Xj a démonitifttioB euivante est due à M. Poullet-Delisle , 
professeur au lycée d'Orléans. ' 

Soient AB l’un des côtés du polygone insdht A, ab le côté cig.aS;. 
homologue du polygone circonscrit B , AC un côté du polygone 
inscrit A', et mn le côté homologue du polygone circonscrit B'« 

Soient « l’angle BOC> et k le nombre des côtés des polygones 
A et B : on aura 

A = ^ . tii AOB , B = A . tri aOb 

A' = aft . tri'AOC , B' = aA . tri mOn , -* . 

et on trouvera faciletnent 


tri AOB =3 f OA ■. sin a« s' OA . sin a cos i 

tn.aOi =: r Oa • sm a« = OA . 

ces A 

tri'AOC ; Oa'. sin * 


tri mOn = ^ Qn» sia 4 =» s OA . 


en observant qne 
Oo = 


sin « 
cos* 5 « ’ 


OA 

cosa' 


Om — 


OA 


• cos i e’ 
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donc 


• 



> 

II 

. oa\ 

sin et. cos et } 

B 

sin 

OA 

C08<t -• 

A' = k . 

ï*«î 

lo 

sin et , 

II 

— — » sin et 

OA 

A 




w *•' ' 

COS* - 

a 


On tire de là , ï® 


= C 05 « , = cos <t , 


et partant 


d’où 


À'= VAX B. 

A' . * i -f cos <* , 

— — cos“ = ' ' ' ■■ , • 

B' a a 

nA' _A 

CÛS g/ ^ P 


tt conséqueDvnent 


B' = 


aA'» 


. aAB 


A+A' ■“ A+A'l 


i.i. ..11. 


JO 


T f . '* • \ $ I ■ 

I Sur le , Théorème VIJ(1 , recueil de Théorèmes 
et de Problèmes. j , 


, i'< -I ;'C î» 


Fig a58. Le quarré de l’hypoténuse est égal à la iomme dés qitarrés 
construits sur, les deux autres côtés de l’angle droit. 

Soit le triangle BAC rectangle ci» A’j prolongez de" part 
et d’autre les côtés AS et AC, de m^ère que çh^cuqç des 
droites AD et AP soit égale à la somme BA -f AC , et que 
chapuoe des droites AH et AL soit égalé à la même somme , 
et achevez les quarrés AF «t AN ; divisez, chaque pôté du 
quarré AF en deux parties telles qu’on ait 

• HI=FCï=DE=BA ; AI=HG:=:FE=DB=AC, 
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te qui est possible , puis tirez les lignes BE , EG , GI, IB ; 
menez la droite CO parallèle à AP , et ayant pris sur AP la 
longueur AR = AC , tirez la parallèle RM à AL. '• 

Le quarré AF est égal , au quarré AN , par coilstmction j 
d’ailleurs les quatre triangles construits dans AF ^ sont égaux 
aux quatre triangles ' RPO ROS ,'SCL, SLM construits 
dans AN : car ces triangles sont rerlangles, et les deux côtés 
qui comprennent l’angle droit ,'sont‘égaux aux côtés AB et AC. 

Si donc on retranche les quatre triangles de chacun des deux 
quarrés , les restes BIGE et ARSC-f* SMNO seront égaux. Or 
le quadrilatère BIGE a ses quatre côtés égaux chacun à l’hypoté- 
nuse BC •, de plus l’angle extérieur IBD est égal à la somme des 
angles BlA *4- lAB ; donc , à cause de l’angle £6D = BIA > il 
reste l’angle IBE = lAB ; donc l’angle IBE est droit', et on 
démontrera la même chose à l’égard des angles en I , G et £. 

Donc ce quadrilatère est égal au quarré construit sur BC ; 
d’ailleurs le quarré AS est construit sur AC , et le quarré SN 
est égal au quarré construit sur AB , à cause de < ' 

SM = SO=ON = NM = CL = ÀC-f AB— AÇ=AB. 

Donc , etc. ■ • • 

Fig.aî 

Soitun trûingle quelconque ABC -,que sur le^ cotés ACel AB, 
on construise deux parallélogrammes quelconques CE , BF_; 
quon en prolonge les côtés DE, KF jusqu’à leur rencontre en H; 
que par H et par A on mène la ligne HA prolongée jusqu'à la 
rencontre de BC en L; quon prolonge AL de LM— HA, 
puis qu’on construise le parallélogramme BN dont le côté CN 
soit égal et parallèle 'à LM } je dis qwe l’aire de ce parallélo- 
gramme est égale à la somme des aires des parallélogrammes 
BFet CE. 

Prolongez les côtés NC, OB jusqu'à ce qu’ils rencontrent 
DE, RF en R et P, et tirez PR. Les lignes CR et AH sont 
égales, comme parallèles çomprises entre les parallèles CA, DH; 

aa 
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donc CR = LM et BP = LM ; donc la ligne CR est égale et 
parallèle à BP , et conséquemment la figure CRBP est un 
parallélogramme égal en surface au parallélogramme BN. Il 
est éyideiDt que les parallélogrammes RL et CRHA sont équi- 
valens , puisqu’ils ont même base RC , et qu’ils sont compris 
entre les mêmes parallèles. Par la même raison , les parallélo- 
grammes PL et BPHA sont équivalens ; donc CRPB ou 
CBON = CRHA 4- BPHA = CDEA + BKFA. Donc, etc. 

Sur les triangles en général. 

» 

i“. Soit ASjf un tfianf^le quelconque auquel est inscrit un 
cercle dont le centre est z , et qui touche les trois côtés du 
triangle en t , t', t" soit décrit un autre cercle dont le centre 
est Z qui touche enT,T', T" les prolongemens des côtés SA , 
Fig.aCo. ^ revers du côté AA' : la longueur ST sera le demi- 

contour du triangle ASA'f et les droites AT, St, At seront 
respectivement les excès du demi— contour sur les cotés SA , 

‘ AA', SA. 

£a effet , 

ST = ST', St — St', donc tT = t'T' : 

©r 

tT==At+AT=At"+AT', et t"r=AY4-A'r=A'i'’+A"r ; 

donc . ■ 

At" 4* AT" = A't" 4- A'T", 

d’où 

laAt"4-t"T" = aAT" 4-T"t" et At"=:A'T", i 

partant 

AT" = A't"; 
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Soit le contour ASA' = C , on aura 

C = aSt + aAt ah!t' — aSt 4 " sAt + *A.T ; 

donc . , . 

St 4 “ At 4 * AT “ 5 C , 

d’où ' 

AT = iC— SA, At = i*C— SA', St=iC — AA', 

Donc, etc. On peut déduire de là plusieurs autres propriétés. 

n". Dans tout triangle , le rectangle des excès du demi- 
contour , sur les deux côtés d'un angle , est égal au rectangle 
du rayon du cercle inscrit à ce triangle et du rayon.de celui 
des cercles inscrits en dehors , qui est situé dans le même angle. 

En effet , soient menées les droites zA, Z A ; les angles 
zAt , ZAT sont les moitiés des angles S AA', A' AT, et partant 
la somme de ces angles vaut aadroit. Donc les triangles rec- 
tangles zAt, ZAT sont équiü^es, et conséquemment 

z( : AT :: At : ZT , d’où “ AT x At = zi X ZT. 

3 ". Dans tout triangle , le rectangle des deux côtés d’un 
angle , est égal au rectangle des distances de son sommet au 
centre du cercle inscrit et au centre dé celui des cercles inscrits 
en dehors , qui est situé dans le même angle. 

^ . .. ^ > 
Soient menées les droites zA' et ZA'. Dans le quadrilatère 
AzA'Z , les 4ngler opposés ZAa, ZA'à sont dr^itsj’ùài etKaùtte ; 
donc ce quadrilatère est inscriptible , et les angles zAA', zZA' 
sont égaux entre eux; donc aussi les' angles SZA', S>A% sont 
égaux entre eux : mais les angles'ZSA', zSA sont aassi égaux ; 
donc les triangles ZSA', ASz sont équi^gles et donnent 

• ' î i. > O 

sz : AS :: a's : Sz , d’où sa x sa' =sz x s*« 
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4". Dans tout triangle , le rectangle des deux côtés d’un 
angle, est au rectar^e du demi-contour par l'excès du demi- 
c ontoür sur le côté opposé à cet angle , comme le quarré du 
rayon est au quarré du cosinus de la moitié de cet angle. 

On a 


Sa : St :: I : C03 i s , : st i : cos.i s ; 

donc , ^ . • , P . , 

sz X Sa : ST X Sf :: i» : cos» ^ s , ' ’ ‘ 
d’où (i» et 3“ j , _ , , 

SA X SA' f 1 c (i e — 'AA' ) : 1 ‘': cos> f s. 

^ . . . ;.:V. > ^ t .. 

5°. Dans tout triangle le rectangle des deux côtés d’un angle, 
est au rectangle des excès du demi-contour sur' les côtés de 
cet angle , comme le quatre d^rayon est au quarré du sinus, 
de la moitié de cet angle. ^ |||| Vi • ’ 

Les deux triangles Szt , SZT donnent les proportions 
Sz : at :: I i sin i S , SZ : ZT :: 1 : sin i S ; 

M.; , i . ï. • 

donc '■ 1 ti . ,> 

SZ x^Sz :: ZTx :: i*:sin»: is, . 

»' ’• V» t..'- 

c*est-à-dire 

' .V " i—r- ■ I ■ t • ■ ; 

■ SA;k.SA' : i(C;^SA.).(|,C-SA') r: 1 * : sin^^s. 

, ^ - >) 1") , : .i: 

6*. Dajts tout triangle, le rectangle du ) demi-contour par 
T excès, du demi-contour iur le côté- opposé à un angle , est ait 
rectangle des excès du deer^contour sur les côtés de cet angle 
comme le quarré du rcyon est au quarré de la tangente de la 
moitié de cèt angle. ' 'j ‘ 
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Les deux triangles Szf, SZT donnent encore 

St : fz :: 1 : tang | s , ST : tz :: i : tang \ S; 

donc 

. ST X St ; TZ X ts :: I* : tangH s , 
ou ( 2 ° ) • 

iC(iC— AA') : (iC— SA)(iC— SA') :n*:tangHS. 

7 *. Dans tout triangle y le rectangle des deux côtés d'un 
angle , est au double de la racine quarrée du produit du demi- 
contour et des excès de ce demi-contour sur les côtés de P angle , 
comme le rayon ést au sinus de cetanglé. 

Puisque ( 5°, 2 “ et 3°, 4" 3° ) 


sin î S 



TAxAt 

SAxSA" 


cos î S 



ST X St 
SAXSA" 


on a 


. c . ,c .c a.WST X TA xAtx St} 

sin S = 2 sm A S. cos i S = 1 g a ~? • 

SA X oA 


8". La surface iPun triangle est la racine du produit da 
demi-contour par les excès du demi-contour sur chacun des- 
côtés. _ 'i ■ >• 


On a 

I 

SAX SA'XsinS = 2 V/(TA X At X STX St)i 


mais 

SA . SA' X üin S = 2 surf AS A' ; 

donc 

surf AS A' = V/{ST X TA X At X St} 

= i/(i C ( i Ç - SA) ( i C -SA' ) ( i C- AA')}, 

\ 

proposition démontrée (pag. s64 et sniv-)] 


9 °. Dans tout triangle , le rayon est à la tangente de la 
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moitié d'un angle, comme le rectangle du demi-contour par 
r excès du demi^contour sur le côté opposé, est à la surface du 
triangle.' ' ' ■ . 

Le triangle ASA' est composé des triangles Sz A , A*A', SzA'; 
ainsi en observaiit que la demi-contour, est ST , sa surface sera 
= STXte : d’ailleurs on a trouvé (6°) tz=. St tang j.S; donc 

surf ASA' = ST ><,tz = ST X St . tang 5 S. 


10®. Soit h la hauteur du triangle ASA', eu prenant AA' 
pour base , on a * 


, fl surf ASA' = A X AA'; d’où 




flST . St Xtapg^ S 
~ AA' 


L’utilité de ces formules se fait principalement remarquer 
dans la Trigonométrie. M. Lhuilier , dans l\jjjvrage que nons 
avons déjà cité , en a déduit cette -ç?(pressLon remarquable de 
la surface d’un triangle : 


. - ■ surf. = /rRft'R', 

T, R , R', R® étant les rayons du cercle inscrit et des cercles 
ex-inscrits , c’est— à-dife des cercles qui touchent les prolon- 
gemens dé deux côtés et le. téivara du troisième : il en a encore 
conclu la solution des questions suivantes dont plusieurs ont été 
traitées dans cet ouvrage. • , 

Construire ua triangle, conpaisfant la base , l'angle au som- 
met et la somme des côtés. 

Construire unjriÿngle dont on connaîp la base , l'angle au 
sommet et la d^érence des côtés. 

Construin va triangle dont on cannait la basp , la hputeur et 

la somme des côtés, ' ' 

J >■’. ( J ( ; 

Soit un point P donné sur le plan d'un angle donné ASA' , 
mener :pàr ce point une droite AA' qui retranche de cet angle ' 
un A' dont le contour soit donné. 
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Construire un triangle, connaissant la hauteur, t angle au 
sommet , et la somme des côtés de cet angle. 

Construire un triangle , connaissant 'la hauteur, l'angle cui 
sommet et la différence des côtés de l’angle. 

Construire un triangle, connaissant la hauteur, t angle au 
sommet et l'excès de la somme des côtés sur la base. 

Construire un triangle , connaissant la hauteur, la somme 
ou la différence des deux côtés, et la différence des angles à la 
base. 

Construire un triangle , connaissant un angle , la surface et 
le contour. 

Construire un triangle , connaissant un angle , la suface et 
d’excès de la somme des côtés de r angle sur le côté opposé. 


[Surle Problème XX,] 


Etant donnée la différence AB entre la diagonale et le 
côté d'un quarré /construire ce quarré» ‘ 

Après avoir mjené ynjs ligne AE wns.u^ angle avec AC, ég^I 
aja moitié d un droit, le problème se réduit.^ trouver sur le 
prolongement de AB im point tel , que la perpendiculaire 
CE à AE , soit égale à BC. 

A cet effet , par le point B on élevera une perpendiculaire ^ 
BG à AE , laquelle déterminêra lîe point ï>; par D on tirera la,^'* * ' 
droite DF parallèle à AC et égale à DB ■ par B et F, la droite ' 

BF qui , prolongée rencontrera en JË lajdroito AÇ ; par E , une 
perpendiculaire à AE qui coupera AC dans le point C cherché. 

Si par E on mèite._£G' parallèle i BC* et • conséquemment 
à DF , à cause du triangle isoscèle BDF , on aura EG=BG 
=CEr=BC , et de plus , comme l’angle en B est égafà la moi- 
tié d’un droit , on aura C£=;: AE, Donc si l’on mène par C et 
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par A des parallèles aux côtés A£ et CE , on achèvera le 
quarré demandé. 

' ' * ■ t ' ' • . • ■ , 

Sur les polygones réguliers. 


Si du centre de Jlg\ire et de tous les sommets (T un polygone 
régulier d’un nombre pair de côtés , on abaisse des perpendi- 
culaires sur une ^droite quelconque , la perpendiculaire menée 
du centre , prise autant de fois qu’il y a de sommets, est égale 
à la somme des perpendiculaires abaissées de ces sommets.'' 

Tout point pris dans l’intérieur d’un polygone , et qui est ■ 
tel , que toutes les droites menées par ce point et terminées^ à 
8?n contour , s’y trouvent divisées en deux parties égales 
s'appelle centre de figure. 

Soient un hexagone régulier ABCDEF et O son centre de 
figure: si de O et' 'des sommets oh 'mène des perpendicu- 
laires sur une droite XX , on aura 

GO — Ao B6 Ce Dd -{- Ee -f- > 

En effet , si par M milieu de BA et par O , on mène la 
transversale MON , elle ira passer par le milieu N de DE', et ' 
si des poi'nts M et N ’oh abaisse les perpendiculaires M/n ^ ^ 
N /t sur l’axe XX, on aura - - 


de même 


) ; r ■ > ■ >1 . ^ 

, , aOo=Mm-f-Nnj 


J 


î aM/n = Bi + Art , aN/i = Dd -f- Ee , ' ^ 


donc ' 


.-.'r 4O0 = B& -}- Art -f'-Dd + Ec. 

La droite CF passera par O , donc . 

■' 2O0 4 : Ce -f- F/, ■ 
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et conséquemment 

GOo — Aa -f- Bt -|- Ce Dd -f- Ee •{- F^. 

Cette propriété a fait nommer le point O , cenlre des • 
moyennes distances des sommets du polygone. Ce centre existe 
toujours dans les polygones réguliers d’un nombre pair de 
côtés , puisque ces polygones admettent un centre de figure. 

T'ouï polygone régulier d’un nombre impair de côtés , na 
pas de centre de Jigure. , 

, Soit un polygone régulier ABCDE d’un nombre impair de F'g î63. 
côtés , par exemple , de cinq côtés : le centre O du cercle cir- 
conscrit ne peut être son centre de figure , parce qu'en menant 
la droite DOp , on n’a pas Op = OD. Soit , s’il est possible ,• 

O' le centre cherché ; on aurait donc CO' =0'r , D0' = 0'q } 
conséquemment les deux triangles DO'r , CO'q seraient égaux, 
d’où l’on déduirait Cq=Dr ; or Dr>DE , parce que l’angle 
DEA est plus grand qu’un droit; donc on aurait Cq >DE , 
conclusion absurde . puisque le polygone étant régulier , tOus 
ses côtés sont égaux. Cette proposition trouve son application 
dans la détermination des centres de gravité des contours et 
des aires des polygones réguliers. ‘ ' 

' J* . 

Soit un polygone régulier d’un nombre de côtés , impaire— 
ment pair , c’est-à-dire tel , que sa moitié soit un nombre 
impair : prenons, par exemple , le polygone régulier de dix 
côtés, et désignons ces côtés par a b , p, d, e^f, g,k, i, k\ 
si l’op joint les milieux des côtés a et c •, e et e , e et g , g eti, 
i.et a , on aura un polygone régulier d’un nombre impair de 
côtés. Mais , d’après le théorème précédent , si des milieux' 
des côtés a, c, e, g, i , qui sont les sommets du polygone in-' 
térieur ou de cinq côtés, on abaisse des perpendiculaires sur 
une droite menée d’une manière quelconque en dehors des 
polygones , le double de la somme de ces perpendiculaires , 
qui vaut la somme de toutes les perpendiculaires abaissées 
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des souiinets du polygone de dix côtés , sera égal à dix fois 
la perpendiculaire abaissée du centre de figure de ce dernier 
polygone sur la droite, et conséquemment la somme des per- 
pendiculaires abaissées des sommets du pentagone régulier sur 
cette droite , sera égale à cinq fois la perpendiculaire abaissée 
• sur la même droite du centre de figure ou du centre des 
moyennes distances du décagone régulier inscrit au même 
cercle. II est bien facile de voir que cette propriété a lieu 
en passant d’un polygobe d’un nombre de côtés , impairement 
pair , à un polygone dont le nombre des côtés est moitié de 
celui-là. Ainsi les polygones réguliers d’un nombre impair de 
côtés , admettent aussi un centre des moyennes distances. 
(Voyez la première partie du nouvel ouvrage de M. Lhuilier, 
ayant pour titre ; Élémens d' Analyse géométrique et dl Analyse 

algébrique , appliquées à la recherche des lieux géométriques.'" 

\ 

« . 

(Sur les Coniac'ts^ 


• Mener un cercle tangent à un cercle donné et à une droite 
donnée en un point donné. 

I'îg.a64. Soient C le centre du cercle donné et N le point donné, 
sur la droite AB j au point N on élevera la perpendiculaire 
OK , sur laquelle on prendra NR =: CM rayon du cercle 
donné; on joindra CR, et par N on lui mènera la paral- 
lèle NM qui rencontrera le cercle donné au point M de con- 
tact. £n effet , ayant mené la droite CM prolongée jusqu’à 
la rencontre de RN en O ; à cause de NR = MC , par 
construction , on aura ON = OM. Donc le cercle décrit de 
O comme centre î 'avec ON comme rayon , touchera d’abord 
la droite AB au point N , et le cercle donné eh M , puisque la ' 
distance OC des centres est égalé à OR qui est la somme des 
rayons. • * . ■- ' ' 
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Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

Sur la distance GF des deux centres comme rayon , dé- jjg 
crivons la demi*— circonférence FPG , et du point F comme, 
centre, un arc de cercle d’un rayon FQ égal à la dilTérenca 
des rayons des cercles donnés : par le point P de rencontre 
de la demi - circonférence et de l’arc de cercle , menons le 
rayon FO qui détermine sur la circonférence du plus grand 
des deux cercles donnés, le point O par lequel doit être menée 
leur tangente commune. 

En effet, l’angle FPG est droit; donc la droite OL est 
parallèle à PG , et elle en est distante d’une quantité OP= NG 
rayon du petit cercle : donc la droite ON est tangente en N 
au petit cercle. 

Sur la Pyramide triangulaire. 

Trouver parmi les pyramides triangulaires qui ont même 
volume et même angle solide trièdre au sommet , celle dont 
la base est un minimum. 

Je désigne par s la base de la pyramide tétraèdre , par 
s', a", a* ses faces , par p , q les arêtes ascendantes de la 
face s', comprenant entre elles l’angle a; par p, r celles de la 
face s", comprenant entre elles l’angle b , par q , r celles de la 
face s", comprenant l’angle c , et par A , B , C les angles 
dièdres de ces faces entre elles , angles respectivement oppo- • 

sés aux faces s', s", s". On sait ( Rec. de Théor. et Prob. , 

Théor. LXXIY) qu’on a 

S’‘=s *-f-A**-j-i** — 3 A V cos C a/i* cosB — aA*i‘'cosA. 

Dans le cas particulier de l'égalité des angles dièdres > 

A f B , C , l’équation précédente se changera dans celle-ci , 

'S‘ = ( 4- ( a” — .r* )« + ç,«- / 

3 

4 - i"-»* + •*"'*' ) C 1 — a cos A ) , 
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expression qui devient un minimum pour s' ~ s" = f*. 

La solution complète de cette question ne peut être fournie 
que par le calcul différentiel. ( Voyez le n“ 9 d<^ la Correspon- 
dance sur l'Ecole iriipériale Polytechnique. ) 

Sur le Problème LXXXV et sur le Théo- , 
rème LIV. 

Dans un parallélépipède quelconque , si des extrémités u 4 , 
A' , A" des trpis arêtes contiguës à un même angle solide 
trièdre S , on mène sur la diagonale Sa des perpendiculaires 
Ap , Ap', A"p" , la somme Sp -f- Sp' + Sp" —Sa. 

En effet , les arêtes AS , étant égales et parallèles , leurs" 
projections Sp, sp" sur la droite Ss , déterminées par les per- 
pendiculaires Ap, A"p" sont égales : par la même raison, si l’on 
mène les perpendiculaires A*’'p''' , A"p" sur Sf, on a 

sp"=^p"p" = Sp', .... . 

et conséquemment -• • • ' • 

Sp + Sp' = sp" + pY = sp" : 

donc 

Ss = sp’ -f- Sp" = S/» -f- Sp' + Sp" (1). 

Corollaire J". Mais 

Sp ^ SA . cos ASs , Sp' — SA' X cos A'Ss , , 

. ' Sp" = SA" cos A"Si , 

donc l’égalité (i) devient ^ 

= SA cos ASs SA' cos A'Ss -f- SA" cos A!'Ss . . . . (2). 

Ainsi la diagonale d'un parallélépipède quelcoi^ue peut être 


■I 
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exprimée au moyen des trois arêtes de ce parallélépipède , con- 
tiguës à l’une des extrémités de cette diagonale et des angles 
que ces arêtes font avec la même diagonale. 

1 CoTolUûre II. Les triangles ASs , A'Ss , A"Ss donnent 

coa ASs = 
cos A'Si = 
cos A"Sj= 

Si l’on reporte ces valeurs des cosinus dans la relation (a) , 
on trouve de suite 

S 7 *= (^V SÂ"*+ SA’’) — SA'’+ SA"’). 

Ainsi dans tout parallélépipède , le quarré d’une diagonale est 
égal à l’excès de la somme des quarrés des trois diagonales 
des faces qui partent de l'une de ses extrémités , sur la somme 
des quarrés des arêtes qui aboutissent à la même extrémité. 

Corollaire III. On a aussi 

SÂ^’= SÂ^’+ aSA'. SA" cos A'SA" 

SÂ^’’='SÂ‘’+'^’— aSA. SA" cos ASA" 
SÂ^’=‘sX’ + SA'’ — aSA . SA' cos ASA' 

donc 

( SÂT^’-f- ^’) — ( SÂ’-f SÂ^’+ SÂ^') = s7’ 

= âÂT’-f- SA’'— aSA.SA'.cos ASA' 

— aSA.SA'.cos ASA* 

— aSA'.SA'.cos A'SA' 


SA -f S^ — As. _ SA + S 5 — SA* I 
aSA . Ss aSA . Sf / 

SA'’ + S 7 ’ — Â^’ _ SÂ^’-f- s7’— ^ 
aS A' . Ss aS A' . Ss / 

SÂ"’+ Ss — As^ _'SÂ“ + Ss’— SÂT”! 
aSA".Ss “ aSA'.Ss 1 
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Donc , 'dans tout parallélépipède , le quarré d'une diagonale est 
égal à l'excès de la somme des quarrès des trois arêtes qui 
partent d'une de ses extrémités , sur le double de la somme 
de leurs produits , deux à deux, par les cosinus dé leurs in- 
cUnaisons entre elles. 


Fllf DES NOTES. 
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